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Vorwort 



Mathematisches Schulwissen wird in Vorlesungen vieler Studiengänge als be- 
kannt und vollständig verstanden vorausgesetzt. In der Realität zeigt sich 
jedoch, dass dieser Anspruch zunehmend nicht erfüllt ist und Studierende 
oft Schwierigkeiten haben, dem Inhalt einer einführenden Veranstaltung zur 
Mathematik oder Statistik zu folgen. Zur Schließung vorhandener Lücken 
werden daher oft Vorkurse oder so genannte „Brückenkurse“ angeboten, die 
das Schulwissen beginnend bei Mengenlehre und Bruchrechnung aufberei- 
ten. Aus einem derartigen Kurs, der von den Autoren an der Universität 
Oldenburg mehrfach durchgeführt wurde, ist auch die Idee zu diesem Buch 
entstanden. Der Vorkurs Mathematik präsentiert die bis zur Oberstufe des 
Gymnasiums vermittelte Mathematik in einer Form, die einerseits das Selbst- 
studium ohne weitere Betreuung erlaubt und andererseits den Einsatz des 
Buchs als Begleittext zu einem Vorkurs unterstützt. Dazu enthält er neben 
einer ausführlichen Darstellung der Inhalte und einer großen Anzahl von Bei- 
spielen eine Vielzahl von Aufgaben mit ausführlichen Lösungen, die Lernende 
bei der (selbstständigen) Einübung des Stoffs sowie der Analyse der eigenen 
Bearbeitung unterstützen. 

Als ein weiterer zentraler Aspekt enthält dieses Buch viele Beispiele aus der 
angewandten Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung. Diese Bereiche stel- 
len ein wichtiges Anwendungsfeld der Mathematik in den Wirtschafts- und 
Sozialwissenschaften dar und liefern somit die Motivation für die benötigte 
Mathematik. Die Darstellung in diesem Buch trägt diesem Ziel auch dadurch 
Rechnung, dass sie Themen wie z.B. Funktionen, Mengen, Folgen etc. und 
Problemstellungen aufgreift, die in der Statistik von Bedeutung sind. Dabei 
werden zwangsläufig Begriffe eingeführt, deren inhaltliche Relevanz sich erst 
im Rahmen einer Veranstaltung zur Statistik erschließt. Eine vertiefende Dis- 
kussion sowie der Aufbau eines Verständnisses für diese Begriffe kann und soll 
hier nicht geleistet werden. Ein Vorteil dieses Ansatzes besteht darin, dass 
Lernende den Umgang mit Begriffen einüben und den mathematischen Ge- 
halt des Begriffs realisieren. Insofern eröffnet dieser Zugang einen wichtigen 
Beitrag zum abstrakten Denken und bietet zudem Wiedererkennungseffekte 
in den Veranstaltungen zur Statistik. Zudem kann der Vorkurs begleitend 
zu einer Statistikveranstaltung genutzt werden, um mathematische Zusam- 
menhänge aufzuarbeiten. 




VI 



Vorwort 



Das vorliegende Buch erscheint in der Reihe EMILeA-stat: Medienreihe 
zur angewandten Statistik, die projektbegleitend zum Multimediaprojekt 
EMILeA-stat* herausgegeben wird. Teile dieses Manuskripts werden dem- 
nächst auch in der im Rahmen dieses Projekts entwickelten Lehr- und Ler- 
numgebung zur Verfügung stehen. Zudem können statistische Fachbegriffe 
dort oder in einführenden Büchern wie z.B. Burkschat et al. (2004) und 
Becker und Genschel (2004) nachgelesen werden. 

Der Vorkurs umfasst in zwölf Kapiteln das in einem Studium der Wirtschafts- 
und Sozialwissenschaften benötigte mathematische Schulwissen, wobei ein 
großer Teil der in den Vorlesungen zur Statistik vorausgesetzten Mathema- 
tikkenntnisse abgedeckt wird. Ausführlicher als in der Schule werden für die 
Statistik bedeutsame Themen wie Summen- und Produktzeichen oder Fol- 
gen und Reihen behandelt. Einige weiterführende Konzepte wie Funktionen 
mehrerer Veränderlicher sind nicht enthalten und müssen an anderer Stelle 
nachgelesen werden (s. z.B. Kamps et ab, 2003). 

Der Vorkurs Mathematik unterscheidet sich von anderen Lehrbüchern durch 
die inhaltliche Konzeption, die Art der Darstellung und die problem- und 
zielorientierte Aufbereitung. Insbesondere werden folgende Aspekte berück- 
sichtigt: 

— Alle vorgestellten Begriffe werden ausführlich erläutert und - sofern sinn- 
voll - grafisch veranschaulicht. Dabei ist die Wiederholung von bereits 
vorgestellten Inhalten beabsichtigt, um den Lernenden die Möglichkeit zu 
geben, die Themen selbstständig zu erarbeiten und einzuüben. 

— Die Methoden und Verfahren werden durch viele Beispiele aus der ange- 
wandten Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung illustriert. 

Ergänzend zur formalen Darstellung werden Begriffe und Eigenschaften 
durchgehend auch verbal eingeführt bzw. erläutert. 

— Die große Auswahl an Aufgaben und deren ausführliche Lösungen un- 
terstützen das selbstständige Lernen und ermöglichen eine effiziente Selbst- 
kontrolle. Das Nachschlagen einer Lösung zu einer Aufgabe (und umge- 
kehrt) wird durch ein einfaches Verweissystem erleichtert: Am Rand einer 
Aufgabe (Lösung) befindet sich jeweils ein Verweis auf die Seite, auf der 
die zugehörige Lösung (Aufgabe) abgedruckt ist. 

— Die Gestaltung dieses Buchs ist an die modulare Online-Präsentation der 
Inhalte in der Lehr- und Lernumgebung EMILeA-stat angelehnt. Bezeich- 
nungen und Definitionen, Beispiele und Regeln sind im Buch grafisch her- 
vorgehoben. 

— Wichtige Stellen im Text, die einer besonderen Aufmerksamkeit bedürfen. 



werden auf dem Rand zusätzlich mit dem Symbol markiert. 




Zu weiteren Informationen s. http: \\www.emilea.de 



Vorwort 



— Viele Grafiken illustrieren Vorgehensweisen und Verfahren. Sie dienen u.a. 
der Vertiefung und dem besseren Verständnis des Stoffs. Einige Grafi- 
ken wurden mit dem EMILeA-stat Grafikpaket erzeugt (s. Gramer et al., 
2004). 

Verweise auf Beispiele, Begriffe und Eigenschaften innerhalb des Lehrtexts 
sind einer Online-Umgebung nachempfunden. Jedem 123^Verweis ist zur 
schnellen Orientierung die zugehörige Seitenzahl zugeordnet, so dass ein 
Umweg über den Index entfallen kann. 

— Weitere Elemente zur besseren Orientierung sind ein ausführlicher Index 
und ein strukturiertes Abkürzungs- und Symbol Verzeichnis, das neben 
einer kurzen Erläuterung auch den Verweis auf eine Textstelle enthält. 
Die zweifarbige Umsetzung ermöglicht die Hervorhebung wesentlicher As- 
pekte und die optische Strukturierung der Inhalte. Zudem werden Rechen- 
schritte und Argumentationen durch die Kennzeichnung von Änderungen 
deutlicher gemacht. 

Bei der Entstehung dieses Buchs wurden wir von Freunden und Kollegen in 
vielerlei Hinsicht unterstützt. Herr Prof. Dr. Udo Kamps hat uns als Her- 
ausgeber der EMILeA-stat-Medienreihe zu diesem Projekt eingeladen und es 
in seiner Entstehung begleitet. Wir danken ihm weiterhin für einige wertvol- 
le Anregungen, die zum Gelingen des Buchs beigetragen haben. Herrn Gle- 
mens Heine gilt unser Dank für die ausgezeichnete Zusammenarbeit mit dem 
Springer- Verlag. Einige Aufgaben und Lösungen wurden von Frau Gorinna 
Krautz und Herrn Ghristian Mohn erstellt, der auch die Durchsicht einiger 
Kapitel übernommen hat. Schließlich gebührt unser besonderer Dank Frau 
Dr. Katharina Gramer und Frau Doreen Scholze, die durch sorgfältiges Le- 
sen des gesamten Manuskripts einige Unstimmigkeiten ausgemerzt und durch 
ihre Hinweise zur Verbesserung der Darstellung beigetragen haben. 



Darmstadt, Oldenburg Erhard Gramer, Johanna Neslehovd 

Juni 2004 

Vorwort zur 2. Auflage 

Für die zweite Auflage wurden der gesamte Text nochmals gründlich durchge- 
sehen und alle Aufgabenlösungen geprüft. Zudem wurden an einigen Stellen 
Erweiterungen vorgenommen und zur Abrundung weitere Aufgaben hinzu- 
gefügt. Größere Umstellungen sowie geringfügige Ergänzungen hat 153^Ka- 
pitel 5 (Funktionen) erfahren. Unser Dank gilt allen Leserinnen und Lesern, 
die uns Hinweise, Anregungen und Verbesserungsvorschläge mitgeteilt haben. 



Aachen, Zürich 
Mai 2005 



Erhard Gramer, Johanna Neslehovd 
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1 Grundlagen 

Die Mathematik und damit auch die Statistik beruhen - wie eine Fremdspra- 
che - auf einem Vokabular, ohne das mathematische Ausdrücke, Aussagen 
und Resultate nicht verstanden werden können. Bestandteile dieser Fach- 
sprache sind neben mathematischen Symbolen zentrale Begriffe wie Variablen 
und Funktionen sowie logische Verknüpfungen von Aussagen. Diese Forma- 
lismen dienen sowohl der einfachen, exakten und prägnanten Beschreibung 
von Sachverhalten als auch einer möglichst allgemeinen Modellierung realer 
Situationen. Die formale Sprache der Mathematik hat gegenüber verbalen 
Formulierungen den Vorteil, dass der betrachtete Inhalt präzise dargestellt 
wird und Mehrdeutigkeiten vermieden werden. Zum Verständnis dieser Spra- 
che ist es jedoch von entscheidender Bedeutung, ihre Notationen und Symbole 
zu kennen und zu verstehen. 



Beispiele Die Menge aller reellen Zahlen, die kleiner oder gleich Eins sind, 
kann mit mathematischen Symbolen als 

{x G K I X < 1} oder (— oo, 1] 

geschrieben werden. Um diese Ausdrücke „übersetzen“ zu können, ist die 
Kenntnis der einzelnen Bestandteile erforderlich: 

— { }: Mengenklammern (Was ist eine Menge?) 

— x: Variable (Was ist eine Variable?) 

I, G, <, (,], — oo: Was bedeuten diese Zeichen? 

— R: Was sind reelle Zahlen? ◄ 

Wie das vorstehende Beispiel zeigt, ist für das Verständnis nicht nur die No- 
tation selbst von entscheidender Bedeutung, sondern auch die Verknüpfung 
und Reihenfolge dieser Symbole (z.B. beschreiben x < 1 und 1 < x unter- 
schiedliche Sachverhalte). Im Folgenden werden die grundlegenden Begriffe 
und Notationen der Mathematik vorgestellt. Dazu werden alle Inhalte sowohl 
verbal als auch formal eingeführt und - soweit möglich und sinnvoll - auch 
grafisch illustriert. Die Darstellung beginnt mit der Einführung grundlegen- 
der Begriffe und wird dann sukzessive bis zu Methoden der Differenzial- und 
Integralrechnung erweitert. 
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1. Grundlagen 



1.1 Grundbegriffe 



Mengen 

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist der zentrale Begriff einer Menge von 
Objekten. 



Beispiele Folgende Beschreibungen definieren Mengen von Objekten: 

Studierende aller Hochschulen in Deutschland, 

— Fischarten, die an einem Korallenriff in Polynesien beobachtet wurden, 
gemeldete Versicherungsschäden, die in einem bestimmten Zeitraum durch 
Stürme in Deutschland verursacht wurden, 

monatliche Gesprächskosten für mobiles Telefonieren in den Haushalten 
Niedersachsens. ◄ 

Abstraktere Beispiele von Mengen sind die üblichen 9^Zahlbereiche wie reelle 
oder natürliche Zahlen bzw. Mengen, die sich aus einer mathematischen Fra- 
gestellung ergeben (z.B. 154^Definitionsbereich einer Funktion, ISS^Lösungs- 
menge einer Gleichung). Im Folgenden werden zunächst der bisher vage Be- 
griff einer Menge präzisiert und Möglichkeiten zur Darstellung von Mengen 
vorgestellt. 



Definition Menge, Element Eine Menge ist eine Zusammenfassung unterscheidbarer 
Objekte. Für jedes Objekt muss eindeutig feststellbar sein, ob es zu der Menge 
gehört oder nicht. Die zu einer Menge gehörenden Objekte heißen Elemente der 
Menge. 



Beispiele Autos mit einem deutschen Kennzeichen, Augensummen heim Wür- 
feln mit zwei Würfeln, die geraden Zahlen oder die kleinen Buchstaben des 
deutschen Alphabets sind wohl bestimmte Mengen. Die Menge aller guten Fil- 
me ist wegen ihrer subjektiven und unklaren Beschreibung eine nicht zulässige 
Festlegung, während die Menge aller amerikanischen Filme zulässig ist. ◄ 



Variable 

Ein weiterer zentraler Begriff der Mathematik ist der einer Variablen. 



Bezeichnung Variable Eine Variable ist eine Bezeichnung (Platzhalter) für ein 
Objekt, das verschiedene Werte aus einer Menge von Elementen annehmen kann. 



1.1 Grundbegriffe 
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Eine Variable repräsentiert somit ein Objekt aus einer Menge (von Objekten), 
ohne dieses genau zu spezifizieren. 



Beispiele Ein herkömmlicher Würfel trägt auf seinen Seiten die Ziffern 
1,2,3, 4, 5, 6. Die Variable x bezeichnet etwa das Ergebnis eines Würfelwurfs 
und repräsentiert damit eine dieser Ziffern. Im Zusammenhang mit diesem 
Experiment ist x Stellvertreter für die Zahlen 1,2, 3, 4, 5, 6. 

Eine Bank bietet ihren Kunden an, das Guthaben eines Sparbuchs am Be- 
ginn eines Jahres zu einem Zinssatz von 3% anzulegen. Die Variable G re- 
präsentiert den Wert eines Guthabens, dass ein potenzieller Kunde einzahlt. 
Die Verwendung der Formel 1,03 • G ermöglicht dann durch Einsetzen eines 
speziellen Guthabens die einfache Berechnung des am Jahresende erzielten 
Kapitals. ◄ 

Je nach Objekt haben sich verschiedene Bezeichnungen für Variablen durch- 
gesetzt. 



Beispiele Variablen, die 

— Zahlen repräsentieren, werden üblicherweise mit kleinen lateinischen Buch- 
staben a,b,c, . . . ,x,y, z bezeichnet, 

— Mengen repräsentieren, werden meist mit großen lateinischen Buchstaben 
A,B,G,... bezeichnet, 

Parameter (also Werte, die situationsabhängig sind) repräsentieren, wer- 
den oft mit kleinen 433^griechischen Buchstaben a,ß,j, . . . bezeichnet, 

— Funktionen repräsentieren, werden oft mit kleinen lateinischen oder grie- 

chischen Buchstaben f,g,h oder (j),ip bezeichnet. Je nach Situation wer- 
den für spezielle Funktionen auch Großbuchstaben wie F, G oder d», 
verwendet. ◄ 



Darstellung von Mengen 

Um eine Menge beschreiben zu können, wird eine Vorschrift benötigt, die 
ihre Elemente eindeutig festlegt. Hierzu bieten sich die aufzählende und die 
beschreibende Darstellung an: 

— Eine aufzählende Darstellung ist eine Auflistung der einzelnen Elemente 
der Menge in geschweiften Klammern {. . .}, den so genannten Mengen- 
klammern. Jedes Element wird genau einmal aufgeführt. 
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1. Grundlagen 



Bei einer beschreibenden Darstellung werden Mengen durch eine eindeu- 
tige Charakterisierung ihrer Elemente festgelegt (etwa mit Worten oder 
mit mathematischen Symbolen). 



Beispiele In den folgenden Beispielen werden Mengen zunächst verbal und 
anschließend aufzählend dar gestellt: 

Menge der Buchstaben des Namens „Gunnar“: {G, u, n, a, r}.* 

Menge der Ziffern kleiner 6: {1, 2, 3, 4, 5} = {1, , 5}. 

Menge der Notensymbole von der achtel bis zur ganzen Note: {>, J, J, »}. 
— Menge der Seiten eines Würfels: {□, □, (3, 0, ED, O}. ◄ 

Die aufzählende Festlegung einer Menge ist i.Allg. nur geeignet, wenn die 
Menge wenige Elemente besitzt. Die Menge aller in Deutsehland zugelassenen 
PK Ws kann zwar prinzipiell auch aufzählend notiert werden, jedoch ist diese 
Vorgehensweise nicht angebracht, da die Auflistung wegen der großen Anzahl 
von Elementen unüberschaubar ist. Weitere derartige Beispiele sind die Men- 
ge aller Sterne im Weltall oder die Menge aller Zellen eines Menschen. Wei- 
terhin gibt es Situationen, in denen eine aufzählende Darstellung überhaupt 
nicht möglich ist, da die Menge unendlich viele Elemente enthält (z.B. natürli- 
che oder reelle Zahlen). In diesen Fällen wird meist die beschreibende Dar- 
stellung verwendet: 

{x\x ist ein in Deutschland zugelassener PKW}, 

wobei die Variable x ein Repräsentant (Platzhalter) für ein Fahrzeug ist. Der 
senkrechte Strich | wird gelesen als „mit der Eigenschaft“ oder als „mit“. Die 
obige Menge wird daher verbalisiert als Menge aller x mit der Eigenschaft, 
dass X ein in Deutschland zugelassener PKW ist. 

Allgemein wird die beschreibende Darstellung einer Menge folgendermaßen 
formuliert: Bezeichnet £ eine bestimmte Eigenschaft von Objekten, so wird 
durch 

{x\x hat die Eigenschaft £} 

die Menge der Objekte definiert, die diese Eigenschaft besitzen. Der senk- 
rechte Strich I wird manchmal durch ein Semikolon oder einen Doppelpunkt 
ersetzt: {x; x hat die Eigenschaft £}, {x : x hat die Eigenschaft £}. 

*Die Auflistung {G, u, n, n, a, r}, in der der Buchstabe „n“ doppelt vorkommt, wird als 
{G,u, n,a, r} verstanden, d.h. mehrfach auftretende Objekte werden durch ein Element 
repräsentiert. {1,0, 1} ist somit gleichbedeutend mit (0, 1}. Entsprechend ist die Notation 
(5,6, a} zu verstehen. Ist a = 5, so ist sie gleich (5,6}, d.h. die Menge hat nur zwei 
Elemente. Für a = 7 hat die Menge die drei Elemente 5, 6, 7. 



1.1 Grundbegriffe 
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Beispiele 

Menge aller chinesischen Schriftzeichen: 

{x\x ist ein chinesisches Schriftzeichen} 

— Menge aller ungeraden Zahlen: {x \ x ist eine ungerade Zahl} 

— Menge aller natürlichen Zahlen, die kleiner als Sechs sind: 

{z\z ist eine natürliche Zahl kleiner 6} 

— Menge aller Füllmengen einer It'-Konserve: 

{v I V ist größer oder gleich Null und kleiner oder gleich 1}. 

Mit mathematischen Symbolen lässt sich diese Menge sehr einfach schrei- 
ben als {u I 0 < u < 1}. 

Die bei der Definition einer Menge für den Platzhalter gewählte Bezeichnung 
ist bedeutungslos. Die Mengen {u | 0 < u < 1} und {x | 0 < x < 1} stimmen 
überein. ◄ 

Wie bereits an den obigen Beispielen deutlich wurde, kann eine Menge meh- 
rere Darstellungsformen haben. Jede muss die Menge jedoch eindeutig be- 
schreiben. 

Da die explizite Angabe der Menge mittels aufzählender oder beschreibender 
Darstellung i.Allg. sehr aufwändig ist, werden zur Abkürzung der Notation 
Bezeichnungen in Form von Buchstaben eingeführt. Mengen werden meist 
mit lateinischen Großbuchstaben A, B,C, . . . bezeichnet, die zur Unterschei- 
dung ggf. mit 27^Indizes versehen werden, wie etwa A\, A 2 , A 3 . Darüber 
hinaus sind für spezielle Mengen besondere Symbole gebräuchlich, wie z.B. 
N,Q,K für die natürlichen, rationalen und reellen Zahlen oder U für die in 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung vorkommende Grundmenge aller möglichen 
Ergebnisse eines Zufallsexperiments. 

Zur Bezeichnung der Elemente einer Menge werden meist kleine lateinische 
Buchstaben a, &, c, . . . , x, y, z verwendet. Ob ein Objekt x zu einer Menge A 
gehört oder nicht, wird wie folgt notiert: 



mathematische Darstellung 


Bedeutung 


X G A 


X ist ein Element von A 


X ^ A 


X ist kein Element von A 



◄ 



Beispiele Ist A = {1, 2, 5}, so gilt 1 € A, 6 ^ A. 
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1. Grundlagen 



Aussagen und deren logische Verknüpfung 

Aussagen sind im mathematischen Verständnis Feststellungen, deren Wahr- 
heitsgehalt (Wahrheitswert) stets mit wahr oder falsch angegeben werden 
kann. 



B Beispiele Wahre Aussagen sind etwa: 

„Dienstag ist ein Wochentag.“ 

„C ist eine römische Ziffer.“ 

„Jede positive gerade Zahl ist eine natürliche Zahl.“ 

Aussagen mit Wahrheitswert falsch sind z.B. 

„Dienstag ist ein Monat.“ 

— „C ist eine arabische Ziffer.“ 

— „Jede natürliche Zahl ist eine gerade Zahl.“ 

Im mathematischen Sinne nicht zulässige Aussagen sind z.B. 

„Morgen wird es regnen.“ 

„Statistik ist spannend.“ 

„Mit römischen Ziffern sind Rechnungen sehr umständlich.“ 

da keine eindeutige Bewertung dieser Feststellungen möglich ist (etwa wegen 
subjektiver oder zukünftiger Aspekte). ◄ 

Aussagen werden im Folgenden mit kalligrafischen Buchstaben A,B,C etc. 
bezeichnet, z.B. 



A = „Dienstag ist ein Wochentag.“ 

Aussagen können logisch miteinander verknüpft werden, d.h. aus mehreren 
Aussagen wird eine neue Aussage erzeugt. 



B Beispiele Die Aussagen Das Buch hat 200 Seiten und Das Bueh ist ein Roman 

können in verschiedener Weise verknüpft werden. 

Die Aussage Der Roman hat 200 Seiten ist eine „und“-Verknüpfung der 
obigen Aussagen, da beide gleichermaßen zutreffen müssen, um eine wahre 
Aussage zu erzeugen. Die Aussage ist gleichbedeutend mit Das Bueh hat 
200 Seiten und ist ein Roman. 



1.2 Zahlbereiche und elementare Verknüpfungen 
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— Die Aussage Das Buch hat 200 Seiten oder es ist ein Roman hingegen be- 
schreibt die „oder “-Verknüpfung. Es genügt, dass eine dieser Aussagen 
zutrifft, damit die gesamte Aussage den Wahrheitswert wahr hat. 

— Die Aussage Das Buch hat nicht 200 Seiten stellt offenbar das Gegenteil 

(die Negation) der Aussage Das Buch hat 200 Seiten dar. ◄ 

An dieser Stelle werden lediglich die wichtigsten, für das Verständnis der ma- 
thematischen Grundlagen notwendigen, Verknüpfungen vor gestellt. Ausführ- 
liche Darstellungen des Stoffs finden sich in einführenden Lehrbüchern wie 
z.B. Kamps et al. (2003). 



Bezeichnung Logische Verknüpfungen Für Aussagen A, B werden folgende logische 
Verknüpfungen von Aussagen verwendet. 



Bezeichnung 


Symbol 


Bedeutung der Verknüpfung 


Negation 


Ä 


nicht A 


Konjunktion (und) 


AAB 


A und B 


Disjunktion (oder) 


AyB 


A oder B 


Implikation (Folgerung) 


A=^B 


aus A folgt B 


Äquivalenz (genau dann) 


A^B 


A und B sind äquivalent 



Die Verknüpfungen werden durch eine Wahrheitstafel definiert, die angibt, 
wie sich der Wahrheitswert der Verknüpfung aus den Wahrheitswerten der 
Aussagen A und B ergibt. Mit w wird der Wahrheitswert wahr, mit f der 
Wahrheitswert falsch bezeichnet. 



A 


B 


A 


AAB 


AyB 


A=^B A 


B 


W 


w 


f 


W 


W 


W 


w 


W 


f 


f 


f 


W 


f 


f 


f 


w 


w 


f 


w 


w 


f 


f 


f 


w 


f 


f 


w 


w 



Aus dieser Tafel kann z.B. abgelesen werden, dass die Aussagen A und B 
äquivalent (gleichbedeutend) sind, wenn A und B jeweils den selben Wahr- 
heitswert haben. Das „oder“ ist kein exklusives „oder“, d.h. A V ß ist wahr, 
wenn nur A, nur B oder beide gleichermaßen wahr sind. 



1.2 Zahlbereiche und elementare Verknüpfungen 

In den bisherigen Ausführungen wurden Zahlbereiche, wie etwa die natürli- 
chen oder die reellen Zahlen, bereits erwähnt. Unmittelbar mit den Zahlberei- 



10 



1. Grundlagen 



chen verbunden sind die elementaren Verknüpfungen (Operationen) von Zah- 
len „ , — , • , : die Grundrechenarten. Sie werden mit ihren wichtigsten Ei- 

genschaften nachfolgend systematisch eingeführt, wobei jeweils demonstriert 
wird, wie sie zur Erweiterung des betrachteten Zahlbereichs führen. 

Natürliche Zahlen 

Der grundlegende Zahlbereich ist die Menge der natürlichen Zahlen 

N={1,2,3,...}. 

Ihre mittels arabischer Ziffern 1, ... ,9 dargestellten Elemente sind u.a. Re- 
präsentanten für Anzahlen von Objekten. Alternativ kann eine Beschreibung 
mit anderen Zahlsymbolen wie z.B. römischen Ziffern I ,V, X, L,C, M erfol- 
gen. Aufgrund ihrer Eignung zum Abzählen von Objekten werden natürliche 
Zahlen auch zur Nummerierung von Objekten eingesetzt (z.B. Hausnummern, 
Startnummern beim Rennen, Kugeln beim Zahlenlotto). In der Statistik tre- 
ten sie u.a. als absolute Häufigkeiten auf. 



Beispiele Blutgruppe Bei einer medizinischen Untersuchung wird in einer 
Testgruppe von 20 Personen die Blutgruppe nach dem ABO-System bestimmt 
(ohne Rhesus Antigene): 

AOAABBOOBAOOAAAOABBAAO 

Aus dem Datensatz kann abgelesen werden, dass in der Gruppe sieben Per- 
sonen Blutgruppe 0, acht Personen Blutgruppe A, drei Personen Blutgruppe 
B und zwei Personen Blutgruppe AB haben. Diese Anzahlen heißen absolute 
Häufigkeiten. 



Blutgruppe 0 A B AB 

absolute Häufigkeit 7 8 3 2 



Als geeignete grafische Repräsentation bietet sich der Zahlenstrahl an, auf 
dem die natürlichen Zahlen in folgender Weise angeordnet werden: 



1 2 3 4 5 6 

Die Abstände zwischen den Zahlsymbolen müssen jeweils gleich gewählt wer- 
den. Aus der Darstellung tritt deutlich hervor, dass die Zahlen eine Ordnung 
wiedergeben. Für zwei natürliche Zahlen n, m kann daher jeweils entschieden 



1.2 Zahlbereiche und elementare Verknüpfungen 
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werden, ob sie gleich sind oder welche größer bzw. kleiner ist (d.h. weiter 
rechts bzw. links auf dem Zahlenstrahl liegt). Für den Größenvergleich wer- 
den die Symbole (OrdiiTingszeichen oder Relationszeichen) 

„=“ gleich, „<“ kleiner, „>“ größer 

verwendet. Ergänzungen sind z.B. ^ (ungleich), < (kleiner oder gleich) und 
> (größer oder gleich) . Die Eigenschaft n = m ist gleichbedeutend mit m = n 
bzw. n < m entspricht m > n. Mit den Notationen der Aussagenlogik gilt 
etwa 

m = n <1=^ {m < n) A (m > n). 

In vielen Fällen ist es erforderlich, ein Symbol für die Situation zur Verfügung 
zu haben, dass kein Objekt vorhanden ist. Dies wird durch das Symbol 0 
beschrieben, das die Menge der natürlichen Zahlen erweitert zu 

No = {0,l,2,...}. 

Natürliche Zahlen werden im Sinne der Abzählung addiert, d.h. zwei Mengen 
mit den Anzahlen n und m von verschiedenen Objekten werden zu einer 
Menge zusammengefasst, die n + m Objekte besitzt. 

Die Addition der Zahlen a und b kann auch als Aneinanderlegen zweier Pfei- 
le* am Zahlenstrahl illustriert werden. Die Zahl a wird durch einen Pfeil 
repräsentiert, der bei 0 beginnt und bei a endet. Der die Zahl b repräsentie- 
rende Pfeil wird zur Spitze des zu a gehörenden Pfeils verschoben und endet 
dann bei a + b. Der zusammengesetzte Pfeil repräsentiert die Summe a + b. 




Bezeichnung Addition Die Addition zweier Zahlen a, b wird mit dem Verknüpfungs- 
zeichen „-I-“ dargestellt: a + b. Die Zahlen a und b werden als Summanden, die 
Zahl a -h & als Summe bezeichnet. 

Mehr als zwei Zahlen werden addiert, indem zunächst zwei Zahlen addiert 
werden, zu deren Summe dann die dritte Zahl addiert wird etc. Zur Festlegung 



Das Pfeilmodell eignet sich ebenfalls zur Darstellung der Addition 22^reeller Zahlen. 
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der Additionsreihenfolge werden Klammern (• • • ) oder [• • •] verwendet, z.B. 
[(a+6)+c]+d. In diesem Fall werden zunächst a und b addiert, zu a+b die Zahl 
c und schließlich zu {a + b) + c noch d. Die Auswertung des Ausdrucks erfolgt 
also von „innen nach außen“. Wie das Kommutativ- und Assoziativgesetz der 
Addition zeigen, ist die Reihenfolge jedoch unerheblich. 

Kommutativ- und Assoziativgesetz der Addition 
Für Zahlen a, &, c gelten 

— das Kommutativgesetz a + b = b -\- a. 

— das Assoziativgesetz (a -I- ö) -|- c = a -|- (5 -I- c). 

Da die Reihenfolge keinen Einfluss auf das Ergebnis hat, werden die Klam- 
mern i.Allg. weggelassen und a-|-6-|-c geschrieben. Bei anderen Verknüpfungen 
ist dies jedoch i.Allg. nicht der Fall. 

Die mehrfache Addition der selben Zahl führt zur Multiplikation von Zahlen. 



Definition Multiplikation Die Multiplikation zweier natürlicher Zahlen a,b wird 
definiert als 



a-b = b + b+ ... + b bzw. a-b = a + a+ ... + a. 

^ ^ ^ > 
a— mal 6— mal 

a und b heißen Faktoren des Produkts a ■ b. 

Sofern keine Missverständnisse entstehen, wird das Multiplikationszeichen „ • “ 
weggelassen, d.h. statt a ■ b oder 2 • c wird ab oder 2c geschrieben. 

Addition und Multiplikation natürlicher Zahlen haben stets natürliche Zah- 
len als Ergebnis, d.h. die Menge der natürlichen Zahlen ist abgeschlossen 
gegenüber Addition und Multiplikation ihrer Elemente.* 

Für die Multiplikation gelten ebenfalls ein Kommutativ- und Assoziativge- 
setz. 

Kommutativ- und Assoziativgesetz der Multiplikation 
Für Zahlen a, &, c gelten 

— das Kommutativgesetz a ■ b = b ■ a. 

— das Assoziativgesetz {a ■ b) ■ c = a ■ {b ■ c). 

Zum Ende dieses Abschnitts wird noch eine abkürzende Schreibweise für 
Produkte mit gleichen Faktoren eingeführt. Wird eine Zahl a mehrfach mit 

* Wegen a + 0 = a bzw. a • 0 = 0 für jede beliebige Zahl a G Nq gilt dies entsprechend 
für die Menge Nq. 



1.2 Zahlbereiche und elementare Verknüpfungen 
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sich selbst multipliziert, wird die 84^Potenzschreibweise verwendet: 



n— mal 



Für a ■ a wird daher alternativ die Schreibweise benutzt.! 



Ganze Zahlen 

Das Element 0 nimmt offenbar eine besondere Rolle in der Menge Nq ein, 
da es den Wert einer Zahl a G N bei Addition nicht verändert. Eine Zahl b, 
die zu a G N addiert, die Zahl 0 liefert, gibt es allerdings in N nicht. Daher 
werden die negativen Zahlen {• • • , —3, —2, —1} eingeführt. Negative Zahlen 
können ebenfalls auf dem Zahlenstrahl repräsentiert und mittels des Pfeil- 
modells dargestellt werden. Der Pfeil beginnt bei 0 und zeigt nach links. Jeder 
natürlichen Zahl a wird daher die entsprechende negative Zahl —a zugeord- 
net, die durch Spiegelung des a repräsentierenden Pfeils an der Senkrechten 
durch den Ursprung 0 dargestellt wird. 











1 

—a C 


r 

) a 



Die Addition von a und —a wird durch Aneinanderlegen der Pfeile eingeführt, 
d.h. der Beginn des —a repräsentierenden Pfeils wird an das Ende des die 
Zahl a darstellenden Pfeils angelegt. Die Pfeilspitze des Ergebnispfeils zeigt 
dann auf die Null, d.h. a + (— a) = (— «) -I- a = 0. Daher heißt —a auch 
inverses'Element zu a. Das Minuszeichen wird in dieser Situation Vorzeichen 
von a genannt. Den natürlichen Zahlen kann entsprechend das Vorzeichen -1- 
zugeordnet werden.! Die Null nimmt eine Sonderrolle ein, da ihr sowohl -|- 
als auch — als Vorzeichen zugeordnet werden können. 

Die negativen Zahlen {••• ,— 3,— 2,— 1} erweitern den Zahlbereich Nq zu den 
ganzen Zahlen 

Z={...,-3,-2,-l,0,l,2,3,...}. 

Die Ordnung der ganzen Zahlen erfolgt analog zu den natürlichen Zahlen 
gemäß ihrer Lage auf dem Zahlenstrahl (z.B. gilt a < b, wenn a auf dem 
Zahlenstrahl links von b liegt). 

*lies: a hoch n 
lies: a Quadrat 

Das Vorzeichen + wird aber meist weggelassen, d.h. statt +a wird nur a geschrieben. 
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Aus der Darstellung der ganzen Zahlen am Zahlenstrahl werden folgende 
allgemeine Vorzeichenregeln abgeleitet. Ein negatives Vorzeichen entspricht 
einer Spiegelung an der Senkrechten durch den Nullpunkt, ein positives Vor- 
zeichen lässt den Wert der Zahl unverändert. 

Vorzeichenregeln 

-l-(-l-a) = -|-a = a, +(— o) = —a, — (+o) = — a, — (— a) = +o = a. 

Der Betrag einer Zahl a wird gemäß der Darstellung am Zahlenstrahl als 
Abstand zum Nullpunkt definiert. 



Definition Betrag einer Zahl Der Betrag |a| einer Zahl a ist definiert als 





|a| = < 


a, a > 0 
— a, a < 0 






= |Q| 




= |a| 








1 


P 



—a 0 a 



Die Addition ganzer Zahlen wird in Analogie zur Addition natürlicher Zahlen 
als Aneinanderlegen der zugehörigen Pfeile definiert. Für (— a) -I- b kann dies 
folgendermaßen dargestellt werden. 



—a {—a)+b 0 b 

Entsprechend zur Addition natürlicher Zahlen gelten Kommutativ- und As- 
soziativgesetz für die Addition ganzer Zahlen. Außerdem wird durch die Ad- 
dition negativer Zahlen die Subtraktion definiert. 



Bezeichnung Subtraktion Seien a, 6 Zahlen. Die Subtraktion von a und b ist 
definiert als Addition a-|-(— 6). Sie wird durch das Rechenzeichen " dargestellt: 
a — b = a + (—6). Die Zahl a — b heißt Differenz von a und b. 

Die Subtraktion ist die Umkehroperation zur Addition, denn für die Summe 
c = a + b von a, b folgt c — a = c -I- (— a) = a -I- 5 -I- (— a) = b. 



1.2 Zahlbereiche und elementare Verknüpfungen 
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Durch Kombination mit den 14^Vorzeichenregeln für ganze Zahlen werden 
Addition, Subtraktion und Multiplikation ganzer Zahlen durch folgende Re- 
geln erklärt. 

Vorzeichenregeln bei Addition und Multiplikation 
Für Zahlen a, b gilt 



Rechenregeln für Addition und Multiplikation 

Werden Addition und Multiplikation in einer Rechenoperation verwendet, so 
muss die Reihenfolge der einzelnen Operationen evtl, durch Klammern (. . .), 
[. . .] festgelegt werden. Ein derartiger Ausdruck wird Term genannt.* 



Bezeichnung Term Eine sinnvolle Abfolge mathematischer Verknüpfungen von 
Zahlen und Variablen heißt Term. 



Beispiele Die folgenden Ausdrücke sind Terme, die nur die Verknüpfungen 
Addition und Multiplikation verwenden: 



Grundlegend für die Auswertung von Termen, die sowohl Additionen als auch 
Multiplikationen enthalten, ist das Distributivgesetz der Addition und Mul- 
tiplikation. Es impliziert die Regel Punkt vor Strich, d.h. multiplikative Ver- 
knüpfungen müssen - sofern nicht Klammern eine andere Reihenfolge vorge- 
ben - stets vor additiven Verknüpfungen ausgewertet werden. 

Distributivgesetz 

Für Zahlen a, b, c gilt: a-{b+c) = a- b+a-c und (a -I- &) • c = a • c -I- & • c. 

Die Anwendung des Distributivgesetzes in der Form a-{b + c) = a- b + a- c 
wird Ausmultiplizieren, die in der Form a-6-|-a-c = a- {b+ c) ATisklammern 
genannt . 

*Ein Term kann natürlich noch weitere mathematische Verknüpfungen enthalten. 
Weitere Elemente eines Terms können z.B. 19^Brüche, SS^Potenzen, 88^Wurzeln, 
92^Logarithmen etc. sein. 



— (a + b) = —a — b, 
a ■ (—6) = (— a) • b = —{a ■ b), 



— {a — b) = —a + b, 
(— a) • (—6) = a ■ b. 



a + b, (c -I- 3a) • (5 • [& -I- a]), 1 — (3x -I- y)z. 



◄ 
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Beispiele 

(i) 3(a + 6) = 3a + 36 (ii) a{l + b) = a + ab (iii) 2(a; + 3) = 2a; + 6 

(iv) (2a; + 4) • {4y + 1) = 2a;(4y + 1) + 4(4y + 1) = 8xy + 2a; + 16y + 4 

(v) 2a; + 4 = 2a; + 2- 2 = 2(a; + 2) 

(vi) ab + 2a = a- b+ a- 2 = a{b + 2) 

(vii) + c - a = c{c+ a) 

(viii) 4a + 16a6 = 4a + 4a • 4& = 4a(l + 45) ◄ 

Für Ausdrücke der Form — (a; + 1) ergibt sich aus den vorhergehenden Über- 
legungen folgende Regel. 

Vorzeichen als Multiplikation mit der Zahl —1 

Ein Minuszeichen vor einem Term kann als Multiplikation mit der Zahl — 1 
ausgewertet werden. 



Beispiele 

(i) — (a;-|-l) = (— l)-(a;-|-l) = — a;— 1 (ii) — (1 — 3a;) = — 1 -I- 3a; = 3a; — 1 
(iii) —2x{a — 1) = — [2a;(a — 1)] = — [2aa; — 2a;] = —2ax + 2x = 2x — 2ax ◄ 

Eine wichtige Anwendung der bisher vorgestellten Regeln sind die Binomi- 
schen Formeln. 



Binomische Formeln 
Für Zahlen a, b gilt 

(i) (a -I- 5)^ = + 2ab + b^ (iii) (a — 5)(a -I- 5) = — 5^ 

(ii) (a — 5)^ = 0 ? — 2ab + b^ 



Nachweis. Diese Regeln werden durch Ausmultiplizieren der Quadrate und Anwen- 
dung des Kommutativgesetzes nachgewiesen: 

(i) (a^5) = (fj-j-5) • (a-j-5) = (a-i-5)'a-l-(a“i-5)'5 = a -\-b'd-\-(i'b-\-b — a -l-2'fi'5-j-5 

(ii) Die zweite binomische Formel kann wie die erste durch Ausmultiplizieren nach- 
gerechnet werden. Alternativ ist folgender Zugang mit Anwendung der ersten 
Formel möglich: 



1.2 Zahlbereiche und elementare Verknüpfungen 
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(a — = (a + (—6))^ = + 2a(—b) + (—b)^ = — 2 ■ a ■ b + b^ 

(iii) {a — b){a + b) = {a — b) ■ a + {a — b) ■ b = — b ■ a + a ■ b — b^ = — b“^ •/ 



Beispiele B 

(i) {x + 1)^ = + 2x + 1 

(ii) (4 + zf = 4^ + 8z + = 16 + 8z + 

(iii) (u — 2)^ = — 4w + 4 

(iv) (3a — 46) (3a + 46) = (3a)^ — (46)^ = 9a^ — 166^ 

(v) (x — 1)^ — (x — 2)(x + 2) = — 2x + 1 — (x^ — 4) = x^ — 2x + 1 — x^ + 4 

= -2x + 5 

(vi) (x + 26)^ — (x — 26)^ = [(x + 26) — (x — 26)] [(x + 26) + (x — 26)] 

= [x + 26 — X + 26] • [x + 26 + X — 26] = [46] • [2x] = 86x 

Alternativ können die Quadrate gemäß der ersten und zweiten binomi- 
schen Formeln ausmultipliziert werden. Dies ergibt: 

(x -I- 26)^ — {x — 26)^ = x^ -I- 46x -I- 46^ — (x^ — 46x -I- 46^) = 86x. 

(vii) (2x — y){2x -I- j/) -I- (2x -I- y)"^ = (2x -I- y){2x — y + 2x + y) = 4x(2x -I- y) 

= 8x^ -I- Axy ◄ 



Beispiele B 

(i) 4a^ — 4a6 -I- 6^ = (2a)^ — 2 • (2a)6 -I- 6^ = (2a — 6)^ 

(ii) x^ — 25 -I- 2x^ — lOx = (x — 5)(x -I- 5) -I- 2x(x — 5) = (x — 5)(3x -I- 5) 

(iii) 5a^-|-8a6-|-36^ = (4a^-|-8a6-|-46^)-|-(a^ — 6^) = (2a-|-26)^-|-(a— 6)(a-|-6) = 

4(a -I- 6)^ -I- (a -I- 6)(a — 6) = (a -|- 6)(4(a -I- 6) -|- a — 6) = (a -I- 6)(5a -I- 36) 

(iv) a^c^ — 2ac — 1 = (ac)^ — 2ac -|- 1 — 2 = (ac — 1)^ — 2 ◄ 



Rationale Zahlen 

Die natürlichen Zahlen eignen sich zum Zählen und Nummerieren von Objek- 
ten. Sie reichen jedoch nicht aus, um Anteile zu beschreiben. Soll etwa eine 
Tafel Schokolade auf sechs Personen gleichmäßig verteilt werden, so ist die 
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Fläche in sechs gleich große Teile zu schneiden. Unter Verwendung der Struk- 
tur einer bereits in kleinere Rechtecke gegliederten Tafel resultiert folgende 
Skizze: 



Jede Person erhält somit den sechsten Teil (ein Streifen) der Tafel, d.h. 1 
von 6 Teilen oder i. Aus der Skizze geht überdies hervor, dass der Wert ^ 
gleich dem Wert ^ sein muss, da jede Person vier von insgesamt 24 kleineren 
Rechtecken erhält. Dies ist ein erstes Beispiel für eine 77^Kürzungsregel. 
Anteile werden als Bruchzahlen bzw. 19^Brüche bezeichnet und können eben- 
falls auf dem Zahlenstrahl dargestellt werden. Ist a G N eine natürliche Zahl, 
so werden die Anteile X’ W repräsentiert, indem die Strecke 

0, a in sechs gleich große Teile eingeteilt wird. 



A a 2a^ 3a^ „ 

^ 6 6 6 6 66 “^ 

Die Zahl ^ entspricht dabei offenbar der Zahl a. Negative Bruchzahlen wer- 
den analog zu den negativen ganzen Zahlen durch Spiegelung am Ursprung 
erzeugt. Weitere Motivationen für Anteile ergeben sich aus dem folgenden 
Beispiel. 



Beispiele Im lO^Beispiel Blutgruppe wurden folgende lO^absolute Häufig- 
keiten beobachtet. 

Blutgruppe 0 A B AB 

absolute Häufigkeit 7 8 3 2 

Mittels Division der absoluten Häufigkeiten durch die Anzahl aller Beob- 
achtungen - in diesem Fall 20 - ergeben sich die relativen HäTifigkeiten als 
Bruchzahlen. Alternativ kann die Darstellung als 20^Dezimalzahl gewählt 
werden. Multiplikation der relativen Häufigkeiten mit Hundert liefert jeweils 
die relative Häufigkeit in Prozent. 



Blutgruppe 


0 


A 


B 


AB 


relative Häufigkeit als Bruch 


7 

20 


8 

20 


3 

20 


2 

20 


relative Häufigkeit als Dezimalzahl 


0,35 


0,40 


0,15 


0,10 


relative Häufigkeit in % 


35% 


40% 


15% 


10% 
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In einem Kreisdiagramm werden die absoluten Häufigkeiten auf die Gesamt- 
zahl aller Personen (20) bezogen. Die Zahl 20 wird in Beziehung zur Winkel- 
summe 360° gesetzt, d.h. 20= 360°. Der Anzahl Personen einer bestimmten 
Blutgruppe wird eine Fläche in Form eines Kreissegments zugeordnet, wobei 
die Größe der Fläche proportional zur Anzahl gewählt wird. Daraus ergibt 
sich die Beziehung 

Winkel des Kreissegments Anzahl , . „ r- ■ 

= = relative Häufigkeit. 

360° 20 ^ 

Der Winkel eines Kreissegments (und damit die Größe des Segments) wird 
als Produkt aus der relativen Häufigkeit und der Winkelsumme im Kreis, d.h. 
360°, berechnet: Winkel des Kreissegments = relative Häufigkeit • 360°. 



‘.ttm 9i4tan 




H« 


Blutgruppe 1 (BCK) 


^ 0LIV>«(>t MtO) ■> ^ 


• - _ 




1 I 

’i! 

3 i 


;o-7j’ 

u 


» 

\ 










■ 0 9* SM 3 t 





Die Erzeugung von Anteilen kann auch als Verknüpfung zweier ganzer Zahlen 
aufgefasst werden. Die zugehörige Operation wird als Division bezeichnet und 
bildet die Umkehroperation zur Multiplikation. 

Die Division durch die Zahl 0 kann nicht erklärt werden, da das Produkt aus 
0 und einer Zahl a stets gleich Null ist: 0 • a = 0. Eine eindeutige Umkehrung 
ist somit nicht möglich. Für jede Zahl b ^ 0 gibt es hingegen genau eine Zahl, 
die diese Eigenschaft besitzt, denn für c = a ■ b mit b ^ 0 gilt c : b = a. 



Definition Division, Bruch Seien a, b Zahlen mit b ^ 0. Dann heißt die Verknüpfung 
a : b Division von a und b. 

Die Zahl a : b wird als Quotient (von a und b) bezeichnet. Alternativ werden die 
Notationen | oder a/b und die Bezeichnung Bruch verwendet. 
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Für ganze Zahlen a, b ist natürlich auch das Produkt c = a ■ b eine ganze 
Zahl, so dass c : a und c : b ebenfalls ganzzahlig sind. Andererseits ist klar, 
dass es keine natürliche Zahl geben kann, die mit Zwei multipliziert Eins 
ergibt. Aus der Verdoppelung der Hälfte resultiert jedoch offenbar das Gan- 
ze, so dass Anteile eine sinnvolle Erweiterung der ganzen Zahlen darstellen. 
Alle Zahlen, die als Anteile verstanden werden können, sowie ihre negativen 
Entsprechungen werden in der Menge der rationalen Zahlen 

Q = {^|oGZ, 6gn} 

zusammengefasst. Die Zahl ^ heißt Bruch oder Bruchzahl, a heißt Zähler, b 
heißt Nenner. Da sich jede ganze Zahl n stets in der Form j schreiben lässt, ist 
die Menge der ganzen (und damit auch die der natürlichen) Zahlen in der der 
rationalen enthalten. Rechenregeln für Brüche werden in 77^ Abschnitt 3.1 
zusammengefasst . 

Das Vorzeichen einer rationalen Zahl wird aus den Vorzeichen von Zähler und 
Nenner gemäß der folgenden Regel bestimmt. 

Vorzeichen von Brüchen 
Für Zahlen a, b mit 6 7 ^ 0 gilt: 

-|-a —a a +a —a a 

Aus den Vorzeichenregeln ergibt sich eine alternative Darstellung der ratio- 
nalen Zahlen: Q = \ a,b G Z, b ^ 0^ 



Dezimaldarstellung 



Zur Darstellung rationaler Zahlen wird auch die Dezimaldarstellung verwen- 
det. Als Dezimalzahl werden die Zahlen in der Form 




633 7 

^ = 25,32, -= 0,056 



angegeben, wobei die durch das Komma abgetrennten Stellen als Nachkorn- 
mastellen bezeichnet werden. Diese Stellen werden als Repräsentanten für 
Brüche interpretiert, deren Nenner eine Zehnerpotenz 10^ darstellt. So gilt 
etwa 





4 

1000 



0,004, 



27 

lÖÖ 



= 0,27, 



320 

lÖÖ 



3,2. 
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Für beliebige Brüche ergibt sich die Dezimaldarstellung aus der so genannten 
Division mit Rest, einem iterativen Verfahren, mit dem jeweils bestimmt 
wird, wie oft eine Zahl maximal in eine andere „passt“. Exemplarisch wird 
dies für den Bruch ^ durchgeführt. Wegen 9 • 25 = 225 und 10 • 25 = 250 
ergibt sich als Division mit Rest 



232 = 9 • 25 + Rest =9-25 + 7 und damit 



232 „ 7 

= 9 H . 

25 25 



Die Zahl ^ wird analog weiter zerlegt gemäß 



10 -7 = 2 -25+ Rest = 2-25 + 20, 




2 20 
lÖ”^ ^ 




2 



Wegen 100 - 20 = 8 - 250 folgt ^ = ygg und damit ^ = 9 + ^ + = 9,28. 

Verkürzt wird dieses Verfahren im folgenden Schema durchgeführt. Zusätz- 
lich wird der Bruch betrachtet, der eine Besonderheit gewisser rationaler 
Zahlen illustriert. 



232:25 = 9,28 73:18 = 4,0555... 



225 72 



70 


~0 


50 


100 


200 


90 


200 


100 


0 


90 



100 



Beim zweiten Beispiel ^ bricht die Dezimaldarstellung nicht ab, da an je- 
der weiteren Dezimalstelle eine Fünf steht. Eine derartige Dezimalzahl heißt 
periodisch, was in der Dezimaldarstellung durch einen Balken über der Fünf 
kenntlich gemacht wird: y| = 4,05. 

Weitere Beispiele periodischer Dezimalzahlen sind 

i = 0,33333 ... = 0,3, — = 0,31818 ... = 0,3l8, — = 1,0909 ...= 1,Ö9, 

3 44 11 

^ = 0,857142, = 0,0384615. 

7 26 

Reelle Zahlen 

Jede rationale Zahl besitzt eine Dezimaldarstellung mit entweder einer end- 
lichen oder einer unendlichen Anzahl von Nachkommastellen, wobei sich im 
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1. Grundlagen 



letzten Fall ab einer Nachkommastelle ein bestimmtes Ziffernmuster peri- 
odisch wiederholt. Die Dezimaldarstellung heißt in diesen Situationen endlich 
bzw. unendlich periodisch. Die Dezimalzahl 

0 , 1010010001000010000010000001 . . . , 

die an den Nachkommastellen 1,3,6,10,15,21,... jeweils eine Eins hat, hat 
weder eine endliche noch eine unendlich periodische Dezimaldarstellung und 
ist daher nicht rational. Die Menge aller Dezimalzahlen, die eine beliebige, 
evtl, nicht abbrechende Dezimaldarstellung haben, umfasst somit die ratio- 
nalen Zahlen. Sie wird als Menge der reellen Zahlen bezeichnet: 

K = {a; I a; ist eine Dezimalzahl}. 

Zahlen, die wie die oben vorgestellte Zahl zwar Element der Menge K, aber 
nicht der Menge Q sind, heißen irrationale Zahlen. 

Die Mengen der rationalen und der irrationalen Zahlen besitzen jeweils un- 
endlich viele Elemente. Beispiele für irrationale Zahlen sind 88 ^Wurzeln 
natürlicher Zahlen wie V2, VS, -s/S* oder 93^Logarithmen (z.B. log 3 ( 6 )). Mit 
rationalen Zahlen kann jedoch eine beliebig genaue Näherung (hinsichtlich der 
Anzahl von Dezimalstellen, die exakt sind) bestimmt werden. Das nachfol- 
gend beschriebene Bisektionsverfahren ermöglicht die Berechnung einer sol- 
chen Näherung. 



Beispiele Bisektionsverfahren Gesucht wird eine Zahl a, deren Quadrat gleich 
Zwei ist. Die Idee des Bisektionsverfahrens besteht darin, zunächst untere 
und obere Schranken für a zu bestimmen. Wegen = 1 und 2^ = 4 liegt die 
gesuchte Zahl a zwischen 1 und 2, d.h. 1 < a < 2. Nun wird das Quadrat des 
in der Mitte liegenden Werts 1,5 mit 2 = verglichen. Wegen 1,5^ = 2,25 > 
2 = ergibt sich 1 < a < 1,5. Eine Fortsetzung dieser Methode ergibt 



1,252 = 1,5625<2 
1,3752 = 1,890625<2 
1,43752 = 2,06640625>2 
1,406252 = 1,9775390625<2 



1,25 < o < 1,5 
1,375 < a < 1,5 
1,375 <a< 1,4375 
1,40625 <a< 1,4375 



Aus der letzten Zeile folgt daher, dass die gesuchte Zahl a zwischen den Zahlen 
1,40625 und 1,4375 liegt. Zudem wird deutlich, dass der Abstand von unterer 

*Die Wurzel einer natürlichen Zahl a ist eine Zahl, deren Quadrat gleich a 

ist. Z.B. kann nachgewiesen werden, dass es keine rationale Zahl gibt, deren Quadrat gleich 
Zwei ist (vgl. 93^Nachweis der Irrationalität von log3(6)). 



1.2 Zahlbereiche und elementare Verknüpfungen 
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und oberer Schranke kleiner wird, und die Näherungen für a damit genauer 
werden. Nach fünf Schritten stimmen die jeweils ersten Nachkommastellen 
der oberen und unteren Schranke überein, so dass die erste Nachkommastel- 
le von a festgelegt ist: a ~ 1,4. Die Fortsetzung des Verfahrens liefert die 
Näherung a « 1,41421. ◄ 

Weitere Beispiele irrationaler Zahlen sind die Kreiszahl tt = 3,14159 . . ., die 
den Flächeninhalt eines Kreises mit Radius Eins angibt, oder die Eulersche 
Konstante e = 2,71828 . . ., die als Basis des natürlichen 92^Logarithmus 
verwendet wird.* 



Rechenregeln für reelle Zahlen 

Alle in diesem Kapitel vorgestellten Rechenregeln gelten auch für reelle Zah- 
len. Sie sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 



Kommutativgesetz der . 

Multiplikation 


a + b = b + a 
ab = ba 


, ... , , Addition 

Assoziativgesetz der 

Multiplikation 


{a + b) + c = a + {b + c) 
{ab)c = a(bc) 


Distributivgesetz 


a{b + c) = ah+ ac 


1. binomische Formel 


(a -I- 6)^ = a'^ + 2ab + b^ 


2. binomische Formel 


{a — b)^ = a? — 2ab + b^ 


3. binomische Formel 


{a + b){a — b) = — b^ 


Vorzeichenregeln 


— (—a) = a 

— (a + b) = —a — b 

— {a — h) = —a + b 
a{—b) = {—a)b = —{ab) 
{—a){—b) = ab 


Betrag einer Zahl 


II / a, a > 0 

— a, a < 0 



Reelle Zahlen können ebenfalls am Zahlenstrahl veranschaulicht und dem- 
nach geordnet werden, d.h. es kann jeweils entschieden werden, ob zwei reelle 
Zahlen gleich oder ungleich sind, bzw. welche die größere von beiden ist. Da- 
zu werden die Dezimaldarstellungen der Zahlen verwendet, und die einzelnen 
Stellen hinsichtlich der Größe miteinander verglichen. 

In diesen Fällen werden Buchstaben als Bezeichnung für eine feste Zahl (eine so ge- 
nannte Konstante) verwendet. Die Buchstaben e und tt bezeichnen daher i.Allg. keine 
Variablen, sondern die genannten Konstanten. 
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Bzgl. der Ordnungsrelationen können folgende Regeln festgehalten werden. 



Ordnungsrelationen 

Für Zahlen a, b, c gelten die Regeln 



a < b 


und 


b < c 






a <b 


a < b 


und 


c > 0 


a < b 


und 


c < 0 






ab > 0 






ab < 0 






ab = 0 



a < c 

a + c < b + c 
ac < bc 
ac > bc 

(a > 0 und b > 0) oder (a < 0 und b < 0) 
(a > 0 und b < 0) oder (a < 0 und b > 0) 
(a = 0 oder 6 = 0) 



Entsprechende Aussagen gelten für < bzw. > an Stelle von < bzw. >. 



Von besonderer Bedeutung ist die letzte Aussage 

ab—0 4=^ a = 0 oder 6 = 0, 

die besagt, dass ein Produkt zweier Zahlen nur dann Null sein kann, wenn 
mindestens einer der Faktoren Null ist. 



1.3 Runden von Zahlen 

In vielen Bereichen der angewandten Statistik sind exakte Ergebnisse von 
Rechenoperationen nicht zwingend erforderlich. Eine Näherung auf eine vor- 
gegebene Anzahl von Nachkommastellen liefert oft schon die gewünschte Ge- 
nauigkeit. Für dieses Vorgehen können verschiedene Gründe angeführt wer- 
den: Oft können Messungen von Eigenschaften aus technischen Gründen nur 
mit einer bestimmten Präzision ermittelt werden (z.B. die Körpergröße einer 
Person (in m) mit zwei Nachkommastellen, die Ergebnisse eines lOOm-Laufs 
mit drei Nachkommastellen). Andererseits liegen Werte oft mit einer festen 
Zahl von Stellen vor (z.B. Verkaufspreise einer Joghurtsorte in € mit zwei 
oder der Benzinpreis an einer Tankstelle mit drei Nachkommastellen). Zu- 
dem rechnen Gomputer oder Taschenrechner intern nur mit einer endlichen 
Anzahl von Nachkommastellen, so dass exakte Ergebnisse bei Benutzung die- 
ser Hilfsmittel i.Allg. nicht möglich sind. 

Daher ist es üblich - auch zur Vereinfachung der Rechenoperationen - Zahlen 
(z.B. Ergebnisse oder Zwischenergebnisse) nur mit einer gewissen Anzahl von 
Nachkommastellen anzugeben, wobei verschiedene Vorgehensweisen verwen- 
det werden. Die einfachste Methode schneidet nicht interessierende Stellen 



1.3 Runden von Zahlen 
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ab, d.h. nur die ersten Stellen werden verwendet. Bei Verwendung von drei 
Nachkommastellen wird aus der Zahl 3,1415 die Zahl 3,141. Alle nicht inter- 
essierenden Stellen werden also ignoriert. 

Die gebräuchlichste Methode ist jedoch die Rundung auf eine gegebene An- 
zahl von Nachkommastellen, wobei die auf die letzte interessierende Dezi- 
malstelle unmittelbar folgende Ziffer in die Betrachtung einbezogen wird. Ist 
deren Wert eine der Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, so wird die Zahl „abgerundet“, d.h. al- 
le nicht interessierenden Stellen werden wie oben beschrieben abgeschnitten. 
Hat diese Ziffer jedoch einen Wert 5, 6, 7,8, 9, so wird „aufgerundet“, d.h. die 
letzte interessierende Ziffer wird um Eins erhöht, wobei bei Vorliegen einer 
Neun an dieser Stelle die vorhergehenden Ziffern entsprechend zu modifizie- 
ren sind. Die Anwendung dieses Verfahrens ergibt für 3,1415 den gerundeten 
Wert 3,142. Ist die Anzahl gewünschter Nachkommastellen größer als die An- 
zahl exakter Nachkommastellen, so werden die fehlenden Stellen mit Nullen 
ergänzt. Soll die Zahl 3,1415 mit fünf Nachkommastellen angegeben werden, 
so wird die Darstellung 3,14150 benutzt. 



Beispiele In der folgenden Tabelle sind Rundungen der Zahl 2,751992 auf 0 
bis 7 Nachkommastellen angegeben. 



Zahl 


N achkommastellen 


gerundete Zahl 


2,751992 


0 


3 


2,751992 


1 


2,8 


2,751992 


2 


2,75 


2,751992 


3 


2,752 


2,751992 


4 


2,7520 


2,751992 


5 


2,75199 


2,751992 


6 


2,751992 


2,751992 


7 


2,7519920 



Bei Verwendung gerundeter Werte ist darauf zu achten, dass durch die Ver- 
nachlässigung von Nachkommastellen i.Allg. Fehler erzeugt werden. Diese 
Rundungsfehler müssen insbesondere dann beachtet werden, wenn im Ver- 
lauf von Rechenoperationen wiederholt Rundungen der Zwischenergebnisse 
vorgenommen werden. Die berechneten Resultate können dann nämlich deut- 
lich vom korrekten Ergebnis abweichen. Dass dabei auch die Reihenfolge der 
Ausführung von Bedeutung sein kann, zeigt das folgende Zahlenbeispiel. Folg- 
lich sollten Zwischenergebnisse immer mit einer möglichst großen Zahl von 
Nachkommastellen ermittelt werden, damit das Ergebnis möglichst wenig 
verfälscht wird. Eine Rundung des Endresultats auf die gewünschte Anzahl 
von Nachkommastellen ist dagegen unproblematisch. 
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Beispiele Die folgende Rechnung wird auf verschiedene Weisen ausgeführt, 
wobei Zwischenergebnisse jeweils auf drei Nachkommastellen gerundet wer- 
den: 



9 

7 



10 000 ' 



- 0,111 



Das exakte Ergebnis ist 4. 

Zunächst wird mit der Berechnung der innersten Klammer begonnen. Wegen 
i = 0,1 « 0,111 und I « 1,286 ergibt sich 

« ^ • [2 -k 10 000 • (p,lll - 0,111)] 

=0 

= ^ - 2 « 1,286-2 = 2,572. 

7 

Das mit gerundeten Zwischenergebnissen ermittelte Ergebnis 2,572 weicht 
offenbar vom exakten Resultat 4 erheblich ab. Eine bessere Approximation 
ergibt sich, wenn die Berechnung in etwas anderer Weise ausgeführt wird. 

-• 2-k 10 000- 10 000- 0,111 
7 [ 9 

- - [2 -k 10 000- i - 1110] 

[10000- 1108] 

^-[1111,111- 1108] = ^-3,111 
1,286 -3,111 «4,001. 



2 -k 10 000- I g 



2 -k 10000- I g -0,111 



Eine weitere Alternative ist das Ausmultiplizieren aller Klammern: 



9 




/I \1 


18 90 000 


1 


9 




2 -k 10 000- 


- -0,111 




1110 




V 




V9 J. 


7 ' 7 


9 


V 








18 10 000 














-1110- - 





« 2,571 -k 1 428,571 - 1 110 - 1,286 
« 1431,142 - 1427,460 = 3,682. 



Die Näherung ist in diesem Fall zwar besser als beim ersten Zugang, sie weicht 
aber dennoch recht deutlich vom korrekten Ergebnis ab. Insgesamt zeigt sich, 
dass bei der Rundung von Zwischenergebnissen sehr vorsichtig vorgegangen 
werden muss. Insbesondere ist von Bedeutung, in welcher Reihenfolge eine 
Rechnung ausgeführt wird. -4 



1.4 Indizierung von Variablen 
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1.4 Indizierung von Variablen 



Gelegentlich werden Variablen mit einem Index versehen, der eine Darstel- 
lung verschiedener Variablen mit dem gleichen Buchstaben ermöglicht, z.B. 
Ol, 65, Xk,an* Die Buchstaben k und n in den letzten beiden Bezeichnungen 
sind selbst wiederum Variablen, die aus einer Indexmenge genommen werden 
(etwa aus den natürlichen Zahlen N oder den ganzen Zahlen Z). 

{ai\i G /} bezeichnet eine Menge von Variablen Oi, deren Index i die Index- 
menge I durchläuft. Ist I = {j, . . . , n}, wobei j eine ganze Zahl kleiner oder 
gleich der ganzen Zahl n ist, entspricht die Darstellung ai, i G I, der No- 
tation Oj, . . . , a„. Analog werden Doppelindizierungen eingeführt. Ist I eine 
Menge von Paaren so bezeichnet 0(ij) die Variable, die mit dem Paar 
(i,j) indiziert wird. Zur Vereinfachung der Notation werden die Klammern 
(und evtl, das Komma) in der Indizierung meist weggelassen, d.h. an Stel- 
le von wird kurz Oy geschrieben. Das Komma wird beibehalten, wenn 
Mehrdeutigkeiten möglich sind: 0554; 05^51; ai_ij_4 etc. 

Die Indexmengen haben oft eine einfache Struktur, die etwa eine Anordnung 
der Variablen in einem Rechteckschema^ ermöglichen (m, n seien natürli- 
che Zahlen): 



Oll 


O 12 


■ ■ ^In 


0-21 


022 


Ö2n 


Omi 


Om2 


^mn 



Insgesamt liegen also n ■ m Variablen aij vor, wobei die Indizes aus der Menge 
der Paare {(i, j),| i G {I, . . . , rn},j G {!,..., n}} gewählt werden. 



Das Schema kann erweitert werden, indem jeweils unterschiedlich viele Ein- 
träge in den Zeilen bzw. Spalten zugelassen werden. Dies führt zu Schemata 



der Art 










Oll 


«12 


■ ^In 






«21 


«22 


Ö2n 


«11 


«12 








«21 


«22 




Om-22 




«ml 


«m2 



^mi 1 






ö'2no 



lies: a Eins, b Fünf, x k, a n 
einer so genannten Matrix 
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In analoger Weise sind Mehrfachindizienmgen 01^4^5, 014^8,1? ßj,fc-i, 6 , 8 ,o 
zu verstehen. Natürlich kann an Stelle des Buchstabens a auch ein anderer 
Buchstabe verwendet werden. 

Die Indizierung von Variablen wird mittels der folgenden Beispiele illustriert. 
Zunächst wird ein Haus betrachtet, das insgesamt m Stockwerke besitzt. Im 
i-ten Stockwerk wohnen Personen: 




In Erweiterung dieser Situation werden die Häuser in einer Straße betrachtet, 
wobei der erste Index das Stockwerk und der zweite Index die Hausnummer 
bezeichnen. Zunächst sollen alle Häuser (n Stück) die selbe Anzahl von Stock- 
werken m haben: 




Natürlich können die Häuser auch unterschiedlich viele Stockwerke haben, 
d.h. die Höhe des Hauses hängt von der Hausnummer ab. Das Haus mit der 
Nummer j hat rrij Stockwerke. 




In diesem Fall erhält man also ein Schema von Zahlen, wobei in jeder Spal- 
te (Haus) unterschiedlich viele Einträge (Stockwerke) Vorkommen können. 
Im Allgemeinen können natürlich auch in einer Zeile unterschiedlich viele 
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Einträge auftreten. Die Indizierung kann nun so ausgebaut werden, dass ein 
dritter Index die Nummer der Straße in einer Stadt bezeichnet. Ein vierter 
Index könnte eine Nummerierung von Städten in einem Bundesland sein etc. 
Dies ergäbe dann für die Variable a die Bedeutung: 

ijkl 

Anzahl von Personen, die 

im i -ten Stock des j -ten Hauses in Straße k von Stadt l wohnen. 



Anwendungen in der Statistik 

In der Statistik werden Beobachtungen eines Merkmals als Stichprobe be- 
zeichnet. Diese werden angegeben als Liste xi, . . . ,Xn, wobei n die Gesamt- 
zahl an Beobachtungen und Xi die Ausprägung des Merkmals am i-ten Objekt 
darstellen. 



Beispiele Schuhgröße Bei n = 12 Personen wird jeweils das Merkmal Schuh- B 

große festgestellt. Dabei resultieren folgende Angaben: 

X\ X2 Xz Xi X5 Xß X7 Xg Xg XiQ Xn X 12 

43 37 46 42 43 38 44 41 41 39 4Ö ^ 



Beispiele Datenmatrix Bei statistischen Erhebungen werden an einem Objekt 
oft gleichzeitig mehrere Messungen unterschiedlicher Eigenschaften vorge- 
nommen (z.B. bei n Personen die m Eigenschaften monatliches Nettoein- 
kommen, Ausgaben für Miete,. . . ). Derartige Daten werden oft in einer Ta- 
belle oder Datenmatrix D zusammengefasst: 



Eigenschaft j 







1 


2 • 


m 




/Xii 


Xl2 ■ 






1 


Xii 


Xl2 ■ 


‘ ^Im 




X21 


X22 ■ 


‘ ^2m 


•c* 

g 


2 


X21 


X22 ■ 


^2m 


D = 








72 


















oJ 

Ph 


n 


^nl 


^n2 


^nm 




V^nl 


^n2 


^nm/ 



◄ 



Eine wichtige Rolle spielen in der Statistik die geordneten Werte einer Stich- 
probe. Für den kleinsten und größten Wert werden besondere Begriffe ein- 
geführt. 
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1. Grundlagen 



Definition Minimum, Maximum Die Werte min(a;i, . . . , Xn) und max(xi, . . . , Xn) 
bezeichnen das Minimum bzw. das Maximum der Zahlen xi, . . . , x„- 



Beispiele Fortsetzung 29^Beispiel Schuhgröße Die geordneten Beobachtungs- 
werte (Schuhgrößen) sind 

36 37 38 39 40 41 41 42 43 43 44 46, 

so dass das Minimum durch 36 und das Maximum durch 46 gegeben ist. 
Die Differenz dieser Werte wird als Spannweite R bezeichnet. Sie beträgt in 
diesem Beispiel R— 10. ◄ 



1.5 Aufgaben 



Aufgabe 1.1 Listen Sie die Elemente der Mengen auf. 

(a) Menge aller Vokale des deutschen Alphabets 

(b) Menge der Buchstaben des Wortes Summe 

(c) Menge der geraden natürlichen Zahlen kleiner als 13 

(d) Menge der Ziffern der Zahl 1494 



Aufgabe 1.2 Finden Sie eine beschreibende Darstellung für die Mengen 



(a) {l,a,g,e,r} 

(b) {Nord, West, Süd, Ost} 

(c) {8,16,24,32,40,48} 

(d) 2 3 4 5| 

12’ 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 J 



(e) {2,4,6,8,10} 

ff) |i i i i 
l2’ 3’ 4’ 5’ 6J 

(g) {-2, -1,0,1, 2,3, 4} 

(h) {1,3,5,7,9,11,13,...} 



Aufgabe 1.3 Geben Sie die Mengen in aufzählender Darstellung an. 

(a) {k'^\k G N und 1 < fc < 7} (d) {^|fc G N und ^ G N} 

(b) {k‘^\k G Z und — 7 < A: < 7} (e) {x\x G Z und a; ^ N} 

(c) {Ok + 3|A: G Z und — 3 < A: < 3} (f) {-^\k G Z und | G Z} 
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(g) {k\k G Z, fc > 0 und fc ^ N} 


(h) (x X G No und x G Q} 




Aufgabe 1.4 Entscheiden Sie für die Menge A = {1,2,— 3,^}, welche der 
folgenden Aussagen richtig sind. 


34^L 


(a) Die Menge A enthält genau vier 
Elemente. 


(f) Jedes Element von A besitzt eine 
endliche Dezimaldarstellung. 




(b) 3 ist ein Element der Menge A. 


(g) Jedes Element von A gehört zu 

K. 




(c) Nur eines der Elemente von A ist 
eine rationale Zahl. 


(h) Zwei Elemente von A sind 




natürliche Zahlen. 




(d) Jedes Element von A gehört zu 

Z. 


(i) Die Menge {^,2,1,— 3} ist mit 
A identisch. 




(e) 1 ist eine Variable. 






Aufgabe 1.5 Geben Sie an, ob folgende Ausdrücke Mengen darstellen. 


34^L 


(a) ja, b} 


(e) {y\y ist nicht sehr groß} 




(b) |G, u, t, e, n, T, a, g} 


(f) |z|0GQ,0<O} 




(c) |G, u, t, e, n, A, b, e, n, d} 


(g) {} 




(d) jx X ist eine reelle Zahl größer 5} 


(h) 




Aufgabe 1.6 Lösen Sie die Klammern auf. 


35^L 


(a) ~{x + y + z) 


(d) -[(6- c) - a] 




(b) -(3a -4) 


(e) -[2(-4)(-a)] 




(c) -[5- (6 + x)] 


(f) -[-(5 + a-2(-a))-4] 





Aufgabe 1.7 Multiplizieren Sie aus. 

(a) 5 ■ {a + b) (d) (a + 46) • 2 

(b) 3 • (x + 2) (e) 3a • (4 + 6) 

(c) (x + a) • 4 (f) 7y • (3 + 2y) 



(g) 4y • (2x + 6y) 

(h) 10a • (5x + 4:z) 

(i) (3y + 26) • 8ax 



35^L 
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1. Grundlagen 



35^L 


Aufgabe 1.8 Multiplizieren Sie aus. 

(a) 3 • (o^ — 6) + 5 • (a + 6) 

(b) Ix ■ (ßz^ + l) — 2 ■ {x — z) 


(c) 13 • (7x - y) - 11 • (2x - 3y) 

(d) x^ ■ {2y - x) - y2 . (2x - y) 


36^L 


Aufgabe 1.9 Multiplizieren Sie aus. 






(a) 2o^ • (3a — 7b) + 36^ • (a^ — 26) + 2ab{7a + 3ab) 




(b) xy ■ {3x + 5y^z) + 2z^ ■ (2x + Axy) 


— X ■ {3xy + by^z + 4z^ + 8yz^) 




(c) a ■ (3a^ + 76 + 6c) — 6 • (Ja + 26 — 

(d) -xy'^{-x + y)+x'^y{x-y) 


3J) + c ■ (6a — 36c — 4c^) 


36^L 


Aufgabe 1.10 Multiplizieren Sie aus. 






(a) (3 + 4a) • (76-2) 


(d) 2 • (7x - 2y) ■ (3x + 0,5y) 




(b) (a + 6) • (a + 6) 


(e) (9x^ + 6xy + y^) • (2x — y) 




(c) (3a + 26) • (6a — 86) 


(f) (2a — 36)^ • (a^ — 6^)^ 


36^L 


Aufgabe 1.11 Klammern Sie aus. 






(a) 3a + 36 


(e) 49x^y^ + 21x^ — 14 




(b) xy + 2x 


(f) 169a^63 + 65a%^ - 26aJ^ 




(c) a^6 + a6^ 


(g) 30a^6^c^ — da'^b'^J + Sa^b^J 




(d) 24a6 + 12a^6 — 3a6^ 


(h) lOOxy^— 20x^yz+50x^z— 25xyz^ 


37^L 


Aufgabe 1.12 Fassen Sie die Terme mit binomischen Formeln zusammen. 




(a) + 2xy + y'^ 


(e) a®-2a^62 + 64 




(b) 49x^ + 14xy + y^ 


(f) 18a + 84a6 + 98a6^ 




(c) 16x^ — 16xy + 4y^ 


(g) 4a^ — 6^ 




(d) 25a^ + 20a262 + 46^ 


(h) 18x^ — 2y^ 
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Aufgabe 1.13 Ergänzen Sie die fehlenden Summanden gemäß der binomi- 37^L 
sehen Formeln. 

(a) (3a; + . . .)^ = 9a;^ + 30a; + 25 

(b) (2a; + . . .)^ = . . . + I2xy + 9y^ 

(c) (2a — . . .)^ • 4 = . . . — 64a& + 646^ 

(d) (. . . + 56^)^ = 49a^ + ... + ... 

(e) (. . . + 3c)^ = 4a^&^ + 12a6c + . . . 

(f) (0,5a + . . .)^ = . . . + ab + . . . 

(g) (. . . — 45c)^ = . . . — 24a6c + . . . 

(h) (5a^ + ...)• (5a^ — — AQb'^c^ 

(i) (. . . + a;)^ = . . . - 2xy + ... 

(j) (. . . - ^2)2 = ^2 + _ _ + _ _ 

Aufgabe 1.14 Wandeln Sie die Brüche in Dezimalzahlen um. 38^L 

(a) (b) I (c) I (d) I (e) I (f) A 

Aufgabe 1.15 Runden Sie die Dezimalzahlen jeweils auf die vorgegebene 38^L 
Anzahl von Nachkommastellen. 

(a) 1,764 (eine Nachkommastelle) 

(b) 1254,7278 (zwei Nachkommastellen) 

(c) 3,4450 (zwei Nachkommastellen) 

(d) 0,21 (null Nachkommastellen) 

(e) 1,949 (zwei Nachkommastellen) 

(f) 10,991 (zwei Nachkommastellen) 

(g) 10,999 (zwei Nachkommastellen) 
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1. Grundlagen 



1.6 Lösungen 

30^A Lösung 1.1 

(a) {a,e,i,o,u} (c) {2,4,6,8,10,12} 

(b) {S,u,m,e} (d) {1,4,9} 

30^A Lösung 1.2 

(a) Z.B. Menge der Buchstaben des 
Wortes Lager oder Menge der 
Buchstaben des Wortes Regal etc. 

(b) Menge der Himmelsrichtungen 

(c) Menge der durch acht teilbaren 
natürlichen Zahlen, die kleiner als 
50 sind 

30^A Lösung 1.3 

(a) {1,4,9,16,25,36,49} 

(b) {0,1,4,9,16,25,36,49} 

(c) {-15,-9,-3,3,9,15,21} 

(d) {1} 

31^A Lösung 1.4 

(a) wahr 

(b) falsch 

31^A Lösung 1.5 

(a) {a, b} ist eine Menge. 

(b) {G, u, t, e, n, T, a, g} ist eine Menge. 

(c) {G, u, t, e, n, A, b, e, n, d} = {G, u, t, e, n, A, b, d} ist eine Menge (hierbei 
ist die Vereinbarung zu beachten, dass mehrfach vorkommende Elemente nur 
einmal aufgeführt werden). 

(d) {x\x ist eine reelle Zahl größer 5} ist eine Menge. 



(c) falsch (e) falsch (g) wahr (i) wahr 

(d) falsch (f) falsch (h) wahr 



(e) {0,-1, -2, -3, -4, -5,...} 

(f) 

(g) {0} 

(h) {0,1, 2, 3, 4, 5,...} = No 



(d) {||fc € N und 1 < fc < 5} 

(e) {2k\k £ N und 1 < fc < 5} 

(f) {^|fc G N und 2 < fc < 6} 

(g) {x\x e Z und — 2 < a: < 4} 

(h) Menge der ungeraden natürlichen 
Zahlen oder {2k — l\k £ N} 
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(e) {y\y ist nicht sehr groß} ist keine Menge, denn die Eigenschaft „nicht sehr 
groß“ ist subjektiv. 

(f) {«1« G Q, 2 < 0} ist eine Menge. 

(g) { } ist die Menge, die kein Element enthält (42^ leere Menge). 

(h) {l, i, |, 1} = {l, i, 1} = {l, 1} ist eine Menge. Wegen ^ ~ j repräsentie- 

ren beide Brüche die selbe Zahl, so dass ein Bruch gestrichen wird. 



Lösung 1.6 31^A 

(a) —{x + y + z) = —X — y — z 

(b) -(3a -4) = -3a + 4 

(c) —[5 — (6 -I- ®)] = — 5 -I- (6 -I- a:) = — 5 -|- 6 -|- a; = 1 -|- a; 

(d) — [(fe — c) — a] = — (fe — c) -I- a = — 6 -|- c -|- a = a — ö -|- c 

(e) -[2(-4)(-a)] = -[2 • 4a] = -[8a] = -8a 

(f) -[-(5 + a- 2(-a)) - 4] = (5 -b a - 2(-a)) -b4 = 5-ba-b2a-b4 = 9-b3a 



Lösung 1.7 




(a) 5 • (a -b 6) = 5a -b 56 


(f) 


(b) 3 • (a: -b 2) = 3a: -b 6 


(g) 


(c) (a; -b a) • 4 = 4a: -b 4a 


(d) (a -b 46) • 2 = 2a -b 86 


(h) 


(e) 3a • (4 -b 6) = 12a -b 3ab 


(i) 



31^A 

7y{3 + 2y) = 21y + 14y^ 

4y ■ {2x + 6y) = 8xy + 24y^ 

10a ■ {5x + 4z) = SOaa: -|- 40a2 
(3t/ + 2b) ■ 8ax = 24axy + lOabx 



Lösung 1.8 

(a) 3 • (a^ — 6) -b 5 • (a -b fe) = 3a^ — 3ö -b 5a -b 56 = 3a^ -b 5a -b 26 

(b) 7x ■ (32^ -b 1) — 2 • (a: — 2 ) = 21xz^ + 7x — 2x + 2z = 21xz^ + 5x + 2z 

(c) 13 • {7x — y) — 11 ■ (2a; — 3y) = 91a; — 13y — 22x + 33y = 69x -b 20t/ 

(d) x^ ■ (2t/ — x) — y^ ■ [2x — y) — 2x^y — x^ — 2xy^ -b y^ 



32^A 
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1. Grundlagen 



32^A Lösung 1.9 

(a) 2o^ . (3a _ Jb) + 3&^ • (a^ - 26) + 2ab{7a + Sab) 

= 6a® - 14a^6 + 3a^6^ - 66® + 14a^6 + 6a^6^ 

= 6a® + 9a=6^ - 6b® 

(b) xy ■ (3x + 5y'^z) + 2«^ • {2x + 4®j/) — x ■ {Sxy + 5y®z + 4«^ + 8j/z^) 

= Sx^y + 5xy^z + Axz^ + 8xyz^ — Sx^y — 5xy^z — Axz^ — 8xyz^ 

= 0 

(c) a ■ (3a^ + 7b + 6c) — 6 • (7a + 2b — 3c^) + c • (6a — 3bc — 4c^) 

= 3a® + Tab + 6ac — Tab — 26^ + 3bc^ + 6ac — 3bc® — 4c® 

= 3a® - 2b^ - 4c® + 12ac 

(d) -xy^{-x + y) + x^y{x - y) = x^y^ - xy^ + x^y - x^y^ = x^y - xy^ 



32^A Lösung 1.10 

(a) (3 + 4a) • (7b - 2) = 216 - 6 + 28ab - 8a 

(b) (a + 6) • (a + b) = (a + 6)^ = a^ + 2ab + b^ 

(c) (3a + 26) • (6a - 86) = 18a^ - 24ab + 12ab - 166^ = 18a^ - 12ab - 166^ 

(d) 2 • (7a; - 2y) ■ (3a; + 0,5y) = (14a; - 4y) ■ (3x + 0,5y) 

= 42a;® + Txy — 12xy — 2i/® = 42a;® — 5xy — 2y® 

(e) (9a;® + &xy + t/®) • (2a; — y) ~ 18a;® — 9a;®y + 12a;®j/ — 6a;j/® + 2xy^ — y® 

= 18a;® + Sx^y — 4a;t/® — y® 

(f) (2a — 36)® • (a® — 6®)® = (4a® — 12ab + 9b®) • (a'^ — 2a®6® + 6“^) 

= 4a® - 8a‘‘b® + 4a®6'‘ - 12a®b + 24a®6® - 12ab® + 9a^b® - 18a®6^ + 96® 
= 4a® - 12a®6 + a'^b® + 24a®6® - 14a®6‘‘ - 12ab® + 9b® 



32^A Lösung 1.11 

(a) 3a + 36 = 3 • (a + 6) 

(b) xy + 2x = X ■ {y + 2) 

(c) a^b + ab^ = a(ab + b®) = ab ■ (a + b) 

(d) 24ab + 12a®6 — 3ab® = Sab • (8 + 4a — 6) 

(e) 49a;®i/® + 21a;® - 14 = 7 • (7a;®y® + 3a;® - 2) = 7[(7t/® + 3)®® - 2] 

(f) 169a^6® + 65a®6® - 26a®6'‘ = 13a®6® • (13a + 5b® - 2a®6) 

(g) 30a®6^c'^ - 6a®6^c'^ + 8a'^b'‘c® = 24a®b^c'^ + Sa'^b^c® = 8a®b'‘c® • (3c® + a®) 

(h) 100®t/® — 20x^yz + 50®®z — 25xyz^ = 5x ■ (20j/® — ixyz + 10®« — 5yz^) 
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Lösung 1.12 Die Anwendung einer binomischen Formel wird jeweils mit — , — , — 
markiert. 

(a) x'^ + 2xy + ® (a; + 

(b) 492:^ + lAxy + y^ = {7xf + 2{7x)y + y^ ^ {7x + yf 

(c) 16*^ - 16xy + 4y^ = {4xf - 2{4x){2y) + {2yf ® (4® - 2yf 

(d) 250"^ + 20a^&^ + 46^ = f + 2{5a‘^){2b'^) + {2b^f ® (ha^ + 2b^f 

(e) a« - 2a%^ + h^ = {a^f - 2a%^ + {b^f ® (a" - h^f ® [{a^ - b){a^ + b)f 
= {a^ - bf{a'^ + bf 

(f) 18a + 84aö + 98aö^ = 2a(9 + 42ö + 49fc^) = 2a • (3^ + 2 • 3 • 76 + {7bf) 

^ 2a • (3 + 7bf 

(g) 4a^ - 6^ = {2af - 6^ i (2a + 6) • (2a - 6) 

(h) 18^2 - 2j/^ = 2 • ((3 x) 2 - (y2)2) © 2 • (3® + y^) ■ {3x - y^) 

Lösung 1.13 

(a) (3a: + 5 = 9x^ + 30x + 25 

(b) (2a: + 3y )^ = 4x^ + 12xy + 9y^ 

(c) (2a - 46 )^ • 4 = 16a^ - 64a6 + 646^ 

(d) ( 7a + 56^)2 = 49a^ + 70a6^ + 256"* 

(e) ( 2ab + 3cf = 4a^62 + 12a6c + 9c^ 

(f) (0,5a + bf= 0,25a^ + a6 + 6^ 

(g) (3a -4bcf= 9a^ -24a6c+ 166^ 

(h) (5a^ + 76c^ ) • (5a^ - 7bc^ ) = 25a‘‘ - 49b'^c‘^ 

(i) ( -y + xf = y^ - 2xy + 

(j) ( -2 - z^ f =z^ + 2z^ + z-* 

Alternativ: ( — | — + j + 



32^A 



33^A 
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1. Grundlagen 



33^A Lösung 1.14 






(a) i = 0,1 


(c) 1 = 1,25 


(e) 1=0,6 


1 : 10 = 0,1 


5:4 = 1,25 


2:3 = 0,66 


0 


4 


0 


10 


To 


20 


10 


8 


18 


“Ö 


“20 


~0 




20 


18 




“Ö 


“20 



(b) f = 0,4 


(d) 1 = 2 


(f) ^=0,27 


Ö' 

II 

lO 


6:3 = 2 


3 : 11 = 0,27 


0 


6 


0 


20 


0 


30 


20 




22 



0 80 

TL 

~30 



33^A Lösung 1.15 

(a) 1,764 auf eine Nachkommastelle gerundet ergibt 1,8. 

(b) 1254,7278 auf zwei Nachkommastellen gerundet ergibt 1254,73. 

(c) 3,4450 auf zwei Nachkommastellen gerundet ergibt 3,45. 

(d) 0,21 auf null Nachkommastellen gerundet ergibt 0. 

(e) 1,949 auf zwei Nachkommastellen gerundet ergibt 1,95. 

(f) 10,991 auf zwei Nachkommastellen gerundet ergibt 10,99. 

(g) 10,999 auf zwei Nachkommastellen gerundet ergibt 11,00. 
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2 Mengen 

Nachdem in 4^Kapitel 1.1 der Begriff einer Menge bereits eingeführt wur- 
de, werden in diesem Abschnitt Mengen und ihre Eigenschaften, spezielle 
Mengen sowie Mengenoperationen näher untersucht. Zunächst werden Venn- 
diagramme als praktische und einfache Visualisierung von Mengen und Men- 
genoperationen vor gestellt. 



Venndiagramme 



In einem Venndiagramm werden Mengen durch Flächen (üblicherweise Krei- 
se, Ellipsen u.ä.) in der Ebene repräsentiert. 



Die Elemente einer Menge befinden sich da- 
bei irgendwo auf der ihr zugeordneten (far- 
big markierten) Fläche und werden, sofern 
sie nicht von speziellem Interesse sind, im 
Diagramm nicht gesondert gekennzeichnet. 
Ansonsten werden sie durch (möglicherwei- 
se beschriftete) Punkte dargestellt. Auf die 
Darstellung der Punkte wird auch verzichtet. 





2.1 Grundbegriffe 

Wie bereits in 4^Kapitel 1.1 erwähnt, kann eine Menge auf unterschiedliche 
Weise dargestellt werden. So repräsentiert etwa {1, 2, 3} die selbe Menge wie 
{x\x G N, X < 3}. Die Gleichheit von Mengen wird über ihre Elemente 
definiert. 



Definition Gleichheit von Mengen Zwei Mengen A und B heißen gleich, wenn sie 
die gleichen Elemente besitzen. In diesem Fall wird die Notation A = B verwendet. 

Aus der Definition folgt, dass in der aufzählenden Darstellung von Mengen 
die Reihenfolge der Elemente unerheblich ist und jedes Element nur einmal 
Vorkommen darf. Die Notation {2,3, 1,3} ist somit nicht zulässig, da das 
Element 3 zweimal in der Menge auftritt. 
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2. Mengen 



Beispiele Die Mengen A = {1,2,3} und B = (3,2, 1} stimmen überein, da 
jedes Element von A auch Element von B ist (und umgekehrt). 

Die Mengen C = {x^ \ x G (—2, —1, 0, 1, 2}} und D = (0, 1, 4} sind gleich, da 
q2 = 0, (-1)2 = 12 = 1, (-2)2 = 22 = 4. Daher gilt C = D. ◄ 

Die Menge aller auf dem Mond wachsenden Bäume oder die Menge aller ne- 
gativen natürlichen Zahlen sind Beispiele für Mengen, die offensichtlich keine 
Elemente besitzen. Für diese Situation wird ein spezielles Symbol eingeführt. 



Bezeichnung Leere Menge Eine Menge, die kein Element enthält, heißt leere 
Menge. Als Bezeichnung wird das Symbol 0 verwendet. Alternativ ist auch die 
Notation {} gebräuchlich. 

Die Notation {} für die leere Menge darf nicht mit {0} oder {0} verwech- 
selt werden. {0} und {0} bezeichnen nämlich Mengen, die jeweils genau ein 
Element enthalten: die Null bzw. die leere Menge. 



Grundmenge 

In einem speziellen Kontext ist oft die Festlegung aller Elemente erforder- 
lich, die in die Überlegungen einbezogen werden sollen. Die Menge der so 
spezifizierten Elemente heißt Grundmenge oder Grundraum. 



Beispiele Würfelwurf Beim einfachen Würfelwurf können die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 
6 als Ergebnis auftreten. Da weitere Zahlen für den Ausgang des Experiments 
keine Relevanz haben, ist Q. — (1, 2, 3, 4, 5, 6} die Grundmenge. ◄ 



Beispiele Zahlenlotto Beim Zahlenlotto 6 aus 49 sind sechs verschiedene Zah- 
len aus insgesamt 49 Zahlen auszuwählen. Die betrachteten Auswahlen von 
Zahlen sind daher Mengen, die jeweils sechs verschiedene Zahlen aus der Men- 
ge {1, . . . ,49} enthalten (die Reihenfolge der Auflistung spielt keine Rolle): 

{1,2, 3, 4, 5, 6}, {3,13,19,42,47,49} etc. 

Die Grundmenge der möglichen Zahlenkombinationen ist somit gegeben durch 

Q. = {{a, 6, c, d, e, /} | a, 6, c, d, e, / e {1, . . . , 49} 

und a, 6, c, d, e, / sind verschieden}. ◄ 
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Bezeichnung Grundmenge, Grundraum Die Menge aller betrachteten Objekte 
wird Grundmenge genannt. Als Bezeichnung wird der griechische Buchstabe O 
verwendet. 

Um triviale Situationen auszuschließen, wird für eine Grundmenge gefordert, 
dass sie nicht leer ist, d.h. O ^ 0. 

Grundmengen können ebenfalls in Venndiagrammen dargestellt werden, wo- 
bei zu ihrer Repräsentation üblicherweise ein Rechteck verwendet wird, das 
alle anderen Mengen und Elemente umfasst. Das Venndiagramm einer Grund- 
menge O, in der eine Menge A liegt, hat etwa folgendes Aussehen: 




Ergebnisse und Ereignisse 

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung werden für die Begriffe Element und 
Menge die Bezeichnungen Ergebnis bzw. Ereignis benutzt, wobei mit Er- 
gebnis meist der Ausgang eines Zufallsexperiments gemeint ist. Ein Zufalls- 
experiment ist ein Vorgang (Experiment), dessen Ausgang nicht vorherseh- 
bar ist (z.B. das Ergebnis eines Würfelwurfs oder einer Lottoziehung). Die 
Bezeichnungen Ergebnis und Ereignis werden nachfolgend in Beispielen zur 
Wahrscheinlichkeitsrechnung ebenfalls verwendet . 

Teilmengen 

Ein zentraler Begriff der Mengenlehre ist die Teilmenge, die durch Einschrän- 
kung der Betrachtung auf Elemente einer gegebenen Menge entsteht. 



Beispiele 

(i) Bei der Überprüfung eines Kaffeebohnenlagers werden u.a. Herkunfts- 
land und Qualität der Kaffeebohnen festgestellt. Die Menge aller im La- 
ger vorhandenen Kaffeebohnen aus Südamerika bildet eine Teilmenge der 
Menge aller im Lager vorhandenen Kaffeebohnen. 

(ii) Die Menge Lt = {1, 2, 3, 4, 5, 6} beschreibt die möglichen Ergebnisse ei- 
nes einfachen Würfelwurfs. Bei vielen Brettspielen muss ein Spieler die 
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gewürfelte Augenzahl mit seiner Figur vorrücken, damit diese ein ge- 
stecktes Ziel erreicht. Ist dies für die Ziffern 1, 2, 4 der Fall, so beschreibt 
die Teilmenge {1, 2,4} die für den Spieler günstigen Ergebnisse. ◄ 



Bezeichnung Teilmenge Eine Menge B, deren Elemente ebenfalls Elemente einer 
Menge A sind, heißt Teilmenge von A. Diese Beziehung zwischen A und B wird 
mit B C A bezeichnet. 

Die Teilmengenbeziehung B C A wird auch Mengeninklusion genannt und 
kann gut mit Venndiagrammen veranschaulicht werden: 




Enthält A mindestens ein Element, das nicht in einer Teilmenge B von A 
liegt, so werden die Sprechweisen „B ist echt in A enthalten“ oder „B ist 
echte Teilmenge von A“ verwendet. Als Symbolik werden 

B A, B ^ A oder B <z A 

benutzt. Die Eigenschaft A ist nicht Teilmenge von B wird üblicherweise mit 
A B oder A<^ B bezeichnet. 

Eine nicht-leere Menge hat stets zwei verschiedene Teilmengen, nämlich sich 
selbst und die leere Menge, d.h. A C A, 0 C A. Die leere Menge enthält nur 
sich selbst. 

Sind zwei Mengen A und B gleich, so bedeutet dies, dass jedes Element 
von A auch ein Element von B und umgekehrt jedes Element von B auch 
ein Element von A ist. Die Gleichheit zweier Mengen lässt sich daher auch 
mittels der Mengeninklusion beschreiben: 

A = B <;=^ B C A und A C B. 



Beispiele Aus den Definitionen der 9^Zahlbereiche ist sofort klar, dass sie 
in folgender Beziehung stehen: 



◄ 



NCNqCZCQCR 



2.1 Grundbegriffe 
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Mächtigkeit einer Menge 



Beispiele In einer Marktstudie wird ein neues Spülmittel getestet. Um seinen 
künftigen Erfolg auf dem Markt einzuschätzen, wird die Anzahl der zufrie- 
denen Testpersonen ermittelt. Diese Zahl kann auch als Anzahl der Elemen- 
te der Menge aller mit dem Spülmittel zufriedenen Personen interpretiert wer- 
den. Diese Anzahl führt in der deskriptiven Statistik zum zentralen Begriff 
der lO^absoluten Häufigkeit. ◄ 



Definition Mächtigkeit einer Menge Die Anzahl der Elemente einer Menge A heißt 
Mächtigkeit von A und wird mit \A\ bezeichnet. 

Eine Menge, deren Mächtigkeit Null beträgt, besitzt keine Elemente und ist 
somit leer. Weiterhin ist die Mächtigkeit der leeren Menge gleich Null, d.h. 
es gilt 

|H| = 0 ^ A = 0. 

Neben Mengen mit endlich vielen Elementen gibt es Mengen, die unendlich 
viele Elemente haben. Eine Menge A hat die Mächtigkeit unendlich, falls 

|A| > n für alle natürliche Zahlen n, 

d.h. die Anzahl der Elemente von A übersteigt jede natürliche Zahl n. Bei- 
spiele für derartige Mengen sind die natürlichen Zahlen N oder die ganzen 
Zahlen Z. Als Notation für den Begriff unendlich wird das Symbol oo ver- 
wendet, d.h. z.B. |N| = oo. Insbesondere gilt auch |No| = oo, wobei sich die 
Mengen N und Np natürlich nur um das Element 0 unterscheiden. Dies ist je- 
doch für die Mächtigkeit beider Mengen ohne Bedeutung. Mengen mit unend- 
lich vielen Elementen werden als abzählbar unendlich bezeichnet, wenn ihre 
Elemente durchnummeriert werden können (z.B. N,Np,Z,Q). Die Mächtig- 
keit der reellen Zahlen wird ebenfalls mit unendlich angegeben, da z.B. die 
natürlichen Zahlen eine Teilmenge von K sind. Jedoch wird ein qualitati- 
ver Unterschied hinsichtlich der Mächtigkeit dieser Mengen gemacht, denn 
es kann gezeigt werden, dass die reellen Zahlen nicht durchnummeriert wer- 
den können. Gleiches gilt z.B. für 59^Intervalle. Diese Mengen werden als 
üherabzählbar unendlich bezeichnet. 
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Mengensysteme und Potenzmenge 



Bezeichnung Men gen System Mengensysteme sind Mengen, deren Elemente selbst 
Mengen sind. 

Gelegentlich wird für ein Mengensystem auch der Begriff Familie von Men- 
gen verwendet. Beispiele für Mengensysteme sind {0, {!}, {2}, {1, 2, 3}} und 
{{0},N,Z,Q,R}. 



Beispiele Mengensysteme spielen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine 
wichtige Rolle. Für die Menge fl = {Kopf, Zahl} der möglichen Ergebnisse 
eines einfachen Münzwurfs ist das Mengensystem 

{0, {Kopf}, {Zahl}, {Kopf, Zahl}} 

die Menge aller verschiedenen Teilmengen von fl. Dabei ist zu beachten, dass 

n = {Kopf, Zahl} {{Kopf}, {Zahl}} = M 

gilt: die Elemente von fl sind die Ergebnisse Kopf und Zahl, während die 
Mengen {Kopf} und {Zahl} die Elemente von M sind. 

Die Elemente des Mengensystems können mit Hilfe der 9^Aussagenlogik dar- 
gestellt werden. Dabei werden nur „und“- bzw. „oder“-Verknüpfungen ver- 
wendet. 



Ergebnis 


zugehörige Menge 


Kopf und Zahl 


0 


Kopf 


{Kopf} 


Zahl 


{Zahl} 


Kopf oder Zahl 


{Kopf, Zahl} = n 



Eine besondere Rolle unter den Mengensystemen nimmt die Menge aller Teil- 
mengen ein. 



Bezeichnung Potenzmenge Sei H eine nicht-leere Menge. Die Menge aller (ver- 
schiedenen) Teilmengen von fl (inklusive der leeren Menge) heißt Potenzmenge von 
H und wird mit V{^1) bezeichnet. 



Beispiele Die Potenzmenge der Menge H = {1, 2, 3} ist 

V{n) = {0, {!}, {2}, {3}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, {1, 2, 3}}. 



2.2 Mengenoperationen 
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Sie besitzt 8 = 2^ = 2l^l = Elemente von n Elemente. Diese Be- 

ziehung zwischen der Mächtigkeit der Potenzmenge und der ursprünglichen 
Menge gilt auch allgemein. ◄ 

Mächtigkeit der Potenzmenge 

Sei n eine nicht-leere Menge mit n Elementen. Die Mächtigkeit der Potenz- 
menge von n ist 

\V{Ü)\ = 2l^l = 2". 



2.2 Mengenoperationen 



Beispiele Basierend auf einem zweifachen Würfelwurf wird folgendes Glücks- B 

spiel angeboten: Ein Spieler gewinnt das Sechsfache seines Einsatzes, wenn 
ein Pasch gewürfelt wird, d.h. beide Würfel zeigen die selbe Zahl. Ist die Sum- 
me der Augenzahlen mindestens Zehn, so wird (evtl, zusätzlich) das dreifache 
des Einsatzes ausgezahlt. Ansonsten ist der Einsatz verloren. 

Daraus ergeben sich folgende Gewinne und zugehörige Gewinnergebnisse: 

Dreifacher Einsatz: A = {(4,6), (5,6), (6,4), (6,5)}, 

Sechsfacher Einsatz: B = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}, 

Neunfacher Einsatz: C = {(5,5), (6,6)}, 

— Ansonsten ist der Einsatz verloren. 

Diese Mengen kommen auf folgende Weise zustande. Die Grundmenge aller 
möglichen Ergebnispaare ist gegeben durch 

fl = {(1, 1), . . . , (1, 6), (2, 1), . . . , (6, 6)} = {(i,j) I i, j e {1, . . . , 6}}. 

Ein dreifacher Einsatz wird ausgezahlt, wenn das Ergebnis Element der Men- 
ge D = {(4,6), (5,5), (5,6), (6,4), (6,5), (6,6)} ist. Die Auszahlung beträgt 
das Sechsfache, falls das Würfelergebnis in E = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), 

(5,5), (6,6)} liegt. 

Gemäß der Spielregeln werden Gewinne addiert, d.h. für Elemente, die 
sowohl in D als auch in E enthalten sind, wird das Neunfache gezahlt. 

Dies ist für die Elemente von C = D C\ E (49^Schnittmenge von D und 
E) der Fall. 
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— Ein Gewinn in Höhe des sechsfachen Einsatzes ergibt sich für alle Elemente 
von E, die nicht in D liegen. Dies ist die Menge B, die die 55^Differenz- 
menge E\D bildet. 

Die Menge D \ E = A beinhaltet die Ergebnisse, die nur zur Auszahlung 
des dreifachen Einsatzes führen. 

— Ein Gewinn wird überhaupt erzielt, wenn das Würfelergebnis in D oder 
E, d.h. in der 52^Vereinigungsmenge DU E von D und E liegt. 

— Der Einsatz ist verloren, wenn das Ergebnis nicht in der Menge D U E 

liegt. Diese Menge bezeichnet das 48^Komplement von D U E in ü,. ◄ 

Die im Beispiel beschriebenen Mengenoperationen werden nachfolgend ein- 
geführt. Dazu wird jeweils angenommen, dass die Elemente in einer Grund- 
menge n zusammengefasst sind. 



Komplement 

Alle Elemente der Grundmenge, die nicht zu einer Menge A gehören, bilden 
das Komplement der Menge A. 



Definition Komplement Seien H eine Grundmenge und A C fl eine Menge. Das 
Komplement von A in H ist die Menge 

A = ^ 

Alternative Bezeichnungen sind A^, A° oder CqA. 



Komplemente von Mengen lassen sich durch Venndiagramme einfach veran- 
schaulichen. Die folgende Grafik zeigt eine in der Grundmenge fl liegende 
Menge A und ihr Komplement A. 




Bereits an der Grafik wird deutlich, dass das Komplement von A von der 
gewählten Grundmenge abhängt. Wird anstelle von fl eine andere Grund- 
menge n' betrachtet, enthält A i.Allg. andere Elemente. Außerdem ist ein 
Element von fl entweder Element von A oder Element von A. In diesem 
Sinne bilden die Mengen A und A eine 54^Zerlegung der Grundmenge fl. 




2.2 Mengenoperationen 
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Beispiele Seien = {1, 2, 3, 4) 5, 6} eine Grundmenge und A = {1,2}. Das 
Komplement von A in fl ist A = (3, 4, 5, 6}. Wird anstelle von fl die Menge 
n' = {1, 2, 3} als Grundmenge gewählt, ist das Komplement von A in fl' die 
Menge A = {3}. ◄ 

Für die Komplementbildung gelten folgende Eigenschaften. 
Komplementbildung 

Seien fl eine Grundmenge und A C eine Menge. 

Das Komplement der Grundmenge ist die leere Menge: fl = 0. 

Das Komplement der leeren Menge ist die Grundmenge: 0 = fl. 

— Das Komplement der Komplementmenge A ist die Menge A: 

ßj = A. 



Schnittmenge 

Für zwei Mengen A und B heißt die Menge aller Elemente, die A und B 
gemeinsam haben, Schnitt oder Schnittmenge von A und B. 



Definition Schnittmenge Seien fl eine Gmndmenge und A,BCfl. Die Schnitt- 
menge von A und B ist definiert durch 

AC\ B = {x ^ fl\x ^ A und x G B}. 

Obwohl die Grundmenge fl für die Definition der Schnittmenge formal benö- 
tigt wird, hängt die Schnittmenge im Gegensatz zum Komplement nicht von 
fl ab. Für eine andere Grundmenge, die A und B enthält, verändert sich die 
Schnittmenge A\^B nicht. Deshalb wird fl in konkreten Beispielen oft nicht 
explizit angegeben. 

Schnittmengen lassen sich ebenfalls gut mit Hilfe von Venndiagrammen visua- 
lisieren. Da ein Venndiagramm i.Allg. keine konkrete Situation widerspiegelt, 
wird der Schnitt zweier Mengen allgemein durch zwei sich schneidende El- 
lipsen dargestellt. Dies bedeutet jedoch nicht, dass die Mengen tatsächlich 
gemeinsame Elemente besitzen. 




Zur Darstellung konkreter Mengen werden die Elemente in die Flächen ein- 
gezeichnet (und der Schnittbereich der beiden Mengen ggf. leer gelassen) . 
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B Beispiele Die Schnittmenge der Mengen A = {1, 2, 3, 4, 5} und B = {4, 5, 6} 

ist - wie das folgende Venndiagramm veranschaulicht - die Menge A H B = 
{4,5}. 




Der Schnitt von A und C = {6} wird folgendermaßen dargestellt. 




In diesem Fall deutet das Venndiagramm an, dass der Schnitt von A und C 
leer ist, da sich kein Element in der dunklen Fläche befindet. ◄ 

Der Schnitt zweier Mengen ist eine Mengenoperation, die Ähnlichkeiten mit 
der Multiplikation zweier reeller Zahlen aufweist. Sie lässt sich häufig mit Hil- 
fe der 9^1ogischen Verknüpfung „A“ (und) interpretieren. Wird etwa beim 
zweifachen Würfelwurf die Augensumme beider Würfel betrachtet, so ist 
die Menge aller Augensummen kleiner 1 0 und größer 4 gleich dem Schnitt der 
Menge aller Augensummen kleiner f Ound der Menge aller Augensummen grö- 
ßer ß (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} n (5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}= 15,6,7,8,9}. 

Eigenschaften von Schnittmengen 
Seien A,BCid Mengen. Dann gilt: 

- AnÄ = Ä 

- An 0 = 0 

— An H = A 
- AnÄ= 0 

- An B C A, An B C B 

— Ist B in A enthalten, d.h. B C A, so gilt An B = B. 



Der letztgenannte Zusammenhang zwischen 44^Mengeninklusion B C A und 
Schnittbildung An B lässt sich gut mit einem Venndiagramm illustrieren. 



A 



B = AnB 



2.2 Mengenoperationen 
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Schnitte können natürlich auch aus mehreren Mengen gebildet werden. All- 
gemein wird dabei von einer 46^Familie von Mengen ausgegangen, die übli- 
cherweise mit Hilfe von 27^Indizes bezeichnet werden. Ist I eine Indexmen- 
ge, so ist die zugehörige Familie von Mengen (Mengensystem) gegeben durch 
{Ai\i G /}, wobei alle in der Familie enthaltenen Mengen Ai als Teilmengen 
einer Grundmenge fl angenommen werden. Die Schnittmenge der Mengen 
Ai, i G I, besteht aus den Elementen von fl, die in jeder Menge Ai enthalten 
sind. 

Die folgende Grafik veranschaulicht einen Schnitt von vier Mengen: 




Formal wird die Schnittmenge der Mengen Ai bezeichnet mit 

Pi Ai = {x G n I X G Ai für alle i G /}. 

iei 

Ist die Indexmenge I von der Form I = {1,2, ...,n}, wird die Schnittmenge 

n 

von Al, . . . , als Ai = Ai n D An notiert. Für / = N ergibt sich 

oo 

n 

i=l 

Disjunkte Mengen 

Für Mengen, die keine gemeinsamen Elemente besitzen, wird eine spezielle 
Bezeichnung eingeführt. 



Definition Disjunkte Mengen Zwei Mengen A und B heißen disjunkt, wenn ihre 
Schnittmenge leer ist, d.h. wenn A H ß = 0 gilt. 



Dieser Begriff kann mit Hilfe eines Venndiagramms visualisiert werden, in 
dem sich die die Mengen repräsentierenden Flächen nicht überlappen: 





Für mehr als zwei Mengen werden zwei Begriffe von disjunkt unterschieden. 
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1. Die Mengen Ai, i G I, besitzen keine gemeinsamen Elemente, d.h. 

n = 0- 

iei 

In dieser Situation heißen die Mengen disjunkt. 

2. Die Mengen Ai, i G I, besitzen paarweise keine gemeinsamen Elemente, 
d.h. es gilt 

Ai n Aj = (h für je zwei Mengen Ai, Aj mit i ^ j- 

Je zwei Mengen Ai und Aj haben daher keine gemeinsamen Elemente. 

Zur Abgrenzung vom obigen Begriff werden Mengen Ai, i G I, mit dieser 
Eigenschaft als paarweise disjunkt bezeichnet. 

Sind die Mengen Ai, i G I, paarweise disjunkt, sind sie auch disjunkt. Die 
Umkehrung ist aber i.Allg. nicht richtig, wie das folgende Beispiel zeigt. 



Beispiele Seien A = {1, 2}, B = {2, 3,4}, C = {3}. Die Mengen sind disjunkt, 
da A n i? n C = 0. Andererseits gilt An B = {2} und B (iC = {3}, so dass 
die Mengen nicht paarweise disjunkt sind: 



◄ 




Vereinigung von Mengen 

Für Mengen A und B heißt die Menge aller Elemente, die in mindestens einer 
der beiden Mengen liegen, Vereinigung oder Vereinigungsmenge der Mengen 
A und B. 



Definition Vereinigungsmenge Seien U eine Grundmenge und A, B C U. Die 
Vereinigungsmenge von A und B ist gegeben durch 

A\J B = {x G ^\x G A oder x G B}. 

Die Vereinigungsmenge selbst hängt wie die Schnittmenge nicht von der 
gewählten Grundmenge ab, weshalb diese in konkreten Beispielen oft nicht 
explizit angegeben wird. Die Vereinigung kann wieder an einem Venndia- 
gramm veranschaulicht werden, indem - wie bei der Schnittbildung - die 
beiden Mengen als zwei sich schneidende Ellipsen dargestellt werden: 



2.2 Mengenoperationen 
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Beispiele Die Vereinigung der Mengen A = {1,2, 3, 4, 5} und B = {4,5,6} 
ist die Menge A U i? = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. ◄ 

Wie die Schnittbildung der gewöhnlichen Multiplikation gleicht, so weist die 
Vereinigungsbildung Ähnlichkeiten mit der Addition von Zahlen auf. Sie kann 
mit Hilfe des logischen „oder“ gedeutet werden. Wird z.B. der zweifache 
Würfelwurf betrachtet, so ist die Menge aller Auoensummen kleiner I oder 
größer 10 die Vereinigung der Menge aller Augensummen kleiner 4 und der 
Menge aller Augensummen größer 10: {1, 2, 3} U {11, 12} = {1,2, 3, 11, 12}. 

Als nächstes werden einige elementare Eigenschaften von Vereinigungen auf- 
gelistet. 

Eigenschaften der Vereinigung von Mengen 
Seien A,BCH, Mengen. Dann gilt: 

- AUA=A 
- AU&=A 

— Aufi = n 

— AUA = ü. 

— A C Au B und B C Au B 

— Ist B in A enthalten, d.h. B C A, so gilt AU B = A 



Die letztgenannte Eigenschaft wird an folgender Grafik deutlich: 



A = Au B 



Um die Vereinigung mehrerer Mengen zu bilden, werden analog zur Schnitt- 
bildung eine beliebige Indexmenge I sowie eine Familie {Ai\i G 1} von Teil- 
mengen einer Grundmenge U betrachtet. Die Vereinigungsmenge der Mengen 
Ai besteht aus allen Elementen, die in mindestens einer Menge Ai liegen. Das 
folgende Venndiagramm zeigt die Vereinigung dreier Mengen Ai, A 2 , A 3 : 
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Mathematisch lässt sich die Vereinigungsmenge der Mengen Ai wie folgt be- 
schreiben: 



= {x & Vt\x & Ai für mindestens ein z S /} 
iei 

Für eine Indexmenge / = {1,2,. ..,n} wird die Vereinigungsmenge von 

n 

^ 1 , . . . , An auch mit |J = Ai U • • ■ U An bezeichnet. Im Fall / = N ist die 

oo 

Notation IJ Ai üblich. Sind die Mengen Ai, i G I, 52^paarweise disjunkt, 

i—1 

wird anstelle von |J Ai auch die Notation ^ Ai verwendet. Für 7 = N ergibt 

iG/ iG/ 

CXD 

sich 

i=l 

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist der folgende Begriff von Bedeutung. 



Definition Zerlegung Sei 17 eine nicht-leere Grundmenge. 

Eine Familie von Mengen {Ai\i G 1} heißt eine Zerlegung von 17, wenn 

(i) die Mengen Ai paarweise disjunkt sind und 

(ii) = 

iei 

Eine Zerlegung ist also eine Aufteilung der Grundmenge 17 in paarweise dis- 
junkte Mengen, so dass jedes Element von 17 genau einer Menge Ai zugeord- 
net wird. Die folgende Grafik illustriert eine Zerlegung von 17 in fünf Mengen 
Al, . . . , A5. 




2.2 Mengenoperationen 
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Beispiele Die Menge = {1, 2, 3, 4, 5, 6} kann etwa zerlegt werden in die 
Mengen 

(i) {1},{2},{3},{4},{5},{6}; 

(ii) {1},{2,4},{3,6},{5}; 

(iii) {1,2, 3}, {4, 5, 6}. 

Dies zeigt insbesondere, dass eine Menge fl auf verschiedene Weise zerlegt 
werden kann. Die folgenden Mengen bilden keine Zerlegung: 

(i) {1, 2}, {2,4}, {3, 5, 6}, da {1, 2} und {2, 4} nicht disjunkt sind. 

(ii) {1, 2, 3}, {5, 6}, da die Vereinigung dieser Mengen nur {1,2, 3, 5, 6} er- 
gibt, d.h. das Element 4 G fl ist in keiner Menge enthalten. ◄ 



Differenzmengen 

Für Mengen A und ß ist die Differenzmenge A ohne B die Menge aller 
Elemente aus A, die nicht zu B gehören. 



Definition Differenzmenge Seien A, B C U Mengen. Die Differenzmenge A ohne 
B ist definiert durch 



A \ B = {x G fl\x £ A und x ^ ß}. 

Diese Definition kann wieder an einem Venndiagramm veranschaulicht wer- 
den: 




Bereits an der Grafik ist deutlich zu sehen, dass für A^ B die Differenzmenge 
A ohne B nicht gleich der Differenzmenge B ohne A ist, d.h. 

A\B^B\A 

Die Gestalt der Differenzmenge hängt ebenfalls nicht von der Wahl der Grund- 
menge ab, weshalb diese oft nicht explizit angegeben wird. 
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B Beispiele Für die Mengen A = {1,2, 3, 4} und B = (3,4, 5,6} ergeben sich 

die Differenzmengen A \ ß = (1, 2} und i? \ A = {5, 6}. ◄ 

Im Folgenden werden noch einige nützliche Eigenschaften von Differenzmen- 
gen angegeben. 

Eigenschaften von Differenzmengen 
Für Mengen A, B C fl gilt: 

n\A=|a;Gn|a;Gn und x ^ A} = A, 

- A\B = AnB, 

- A\B = A\{AnB). 

Die zweite Eigenschaft ist eine Formulierung der Definition von A \ B als 
Schnitt von A und B. 



2.3 Rechenregeln für Mengenoperationen 

Bei der Verknüpfung der Mengenoperationen Schnitt und Vereinigung sind 
Rechenregeln zu beachten, die den Rechengesetzen für die Grundrechenarten 
„-I-“ und für die reellen Zahlen ähneln. 

Kommutativgesetze 

Werden eine Vereinigung oder ein Schnitt zweier Mengen gebildet, spielt die 
Reihenfolge der Mengen keine Rolle. Die Vereinigung (bzw. der Schnitt) von 
A und B ist gleich der Vereinigung (dem Schnitt) von B und A. 

Kommutativgesetze für Mengen 

Für Mengen A und B gelten die Kommutativgesetze 

AC\ B = B C\ A und A\J B = B \J A. 



Assoziativgesetze 

Die Schnittmenge dreier Mengen A,B,C kann auch in zwei Schritten gebil- 
det werden: Zuerst wird A D B bestimmt und anschließend A O B mit C 
geschnitten. Wie bei Zahlenoperationen werden Klammern zur Festlegung 
der Reihenfolge verwendet, so dass die genannte Operation mit (A n R) n C 
notiert werden kann. Andererseits könnte der Schnitt gemäß der Vorschrift 



2.3 Rechenregeln für Mengenoperationen 
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Af] {B C) ermittelt werden, d.h. zunächst werden der Schnitt von B und 
C gebildet und anschließend das Ergebnis B H C mit A geschnitten. Bei- 
de Wege führen zum selben Ergebnis, d.h. die Berechnung des Schnitts ist 
unabhängig von der Reihenfolge, in der dieser bestimmt wird. Diese Eigen- 
schaft der Schnittoperation wird als Assoziativität bezeichnet. Analoges gilt 
für Vereinigungen. 

Assoziativgesetze für Vlengen 

Für Mengen A,B,C gelten die Assoziativgesetze 

{AnB)nC = An{BnC) und {AUB)UC = AU{BUC). 

Die Klammern können daher jeweils weggelassen werden und An BnC bzw. 
Au BU C geschrieben werden. 



Distributivgesetze 

Das Distributivgesetz a ■ {b + c) = a ■ b + a ■ c für reelle Zahlen wurde in 
IS^Kapitel 1.5 vorgestellt. Für die Schnitt- und Vereinigungsbildung gibt es 
zwei Analoga. 

Distributivgesetze für Vlengen 

Seien A,B,C Mengen. Die Mengenoperationen Schnitt und Vereinigung 
genügen den Distributivgesetzen 

{AnB)UC = (AuC)n{BUC) und {Au B) n c = {An C) U {B n C). 



De Morgansche Regeln 

Die De Vlorganschen Regeln dienen dazu, Komplemente von Schnitten bzw. 
Vereinigungen auszuwerten. 



Beispiele Betrachtet werden folgende Gruppen von Studierenden: Menge der 
Psychologiestudierenden und Menge der Soziologiestudierenden. Das Komple- 
ment ihrer Vereinigung (in der Menge aller Studierenden) ist die Menge aller 
Studierenden, die weder Soziologie noch Psychologie studieren. Dieses Kom- 
plement ist also die Schnittmenge der Menge aller Studierenden, die nicht 
Psychologie studieren und der Menge aller Studierenden, die nicht Soziologie 
studieren und somit die Schnittmenge der Komplemente der beiden ursprüng- 
lichen Mengen. 
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Ähnliches gilt auch bei Schnittbildung. Das Komplement vom Schnitt der 
beiden Mengen ist die Menge aller Studierenden, die nicht gleichzeitig So- 
ziologie und Psychologie studieren. Mit anderen Worten ist dies die Menge 
aller Studierenden, die etwas anderes als Soziologie oder etwas anderes als 
Psychologie studieren, d.h. die Vereinigung der Menge der Studierenden, die 
nicht Psychologie studieren und der Menge der Studierenden, die nicht Sozio- 
logie studieren. Dies sind die Komplemente der Ausgangsmengen. ◄ 



Regeln von De Morgan 

Seien A,BCU Mengen. Dann gelten die De Morganschen Regeln 
AUB = AnB und AnB = AUB. 



Die erste der obigen Regeln wird mittels einer Folge von Venndiagrammen 
illustriert (die Veranschaulichung der zweiten erfolgt analog). 



A,B 




AuB 



A 





AnB 



Besonders hilfreich ist die Erweiterung der De Morganschen Regeln auf mehr 
als zwei Mengen. Für ein Mengensystem {Ai\i G /} mit einer beliebigen 
Indexmenge / gelten die Beziehungen 



|jÄi = P|ylj und P|Äi = |Jylj. 

iG/ iel i&I iel 



Speziell für/={l,2,...} = N ergibt sich 



OO OO OO OO 

[J Äi = Pi Ai, und p = p Aj. 
2=1 2=1 2=1 2=1 







2.4 Spezielle Mengen 
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Intervalle 

Intervalle sind spezielle Teilmengen der reellen Zahlen R. Für reelle Zahlen 
a, b werden vier Intervalltypen betrachtet. 



Definition Intervalle, Rand, Randwert, Inneres eines Intervalls Seien a, 6 G M mit 
a < b. 

Das offene Intervall (a, b) ist die Menge (a, &) = {a: G M | a < a; < 6}. 

— Das abgeschlossene Intervall [a, b] ist die Menge [a, 6] = {x G K | a < a: < &}. 
Die halboffenen Intervalle sind definiert als die Mengen 



(a, &] = {a; G K I a < X < &}, [a, &) = {x G K | a < x < &}. 



Die Zahlen a, ö heißen auch Rand oder Randwert des Intervalls.* Für ein beliebiges 
Intervall {a,b),{a,b],[a,b),[a,b] wird das offene Intervall (a,b) auch als Inneres 
des Intervalls bezeichnet. 

Die runde Klammer deutet jeweils an, dass die Grenze nicht zum Intervall 
gehört, während die (nach innen gerichtete) eckige Klammer die Zugehörig- 
keit ausdrückt. Anstelle der runden Klammer „(“ kann alternativ auch die 
(nach außen gerichtete) eckige Klammer „]“ verwendet sowie statt „)“ 
geschrieben werden (z.B. ]a, b\ statt (a, b)). Die folgende Grafik illustriert die 
Intervalle als Teilstrecken der reellen Achse. 



t 1 

a b 

(a, b) 



-r*”=T 

a b 

[a,6] 



a b 

(a, b] 




Ist speziell a = b, gelten [a, a] = {a} bzw. [a,a) = (a,a] = (a, a) = 0. Als 
Intervallgrenze sind auch -Foo und — oo zugelassen. Dies ergibt fünf weitere, 
unbeschränkte Intervalltypen: 



(— oo, a) = {x G K I X < a}, 
(a, oo) = {x G K I X > a}, 
(— oo, oo) = M. 

T— ^ ^ 

a a 

(— oo,a) (— oo,a] 



(— oo, a] = {x G K I X < a}, 
[a, oo) = {x G K I X > a}. 



a a 

(a, oo) [a, oo) 



Der Schnitt zweier Intervalle ist stets ein Intervall (evtl, die leere Menge). 
Die Vereinigung zweier Intervalle kann ein Intervall sein, muss es aber nicht. 

Dabei spielt es keine Rolle, ob die Ränder a, b zum Intervall gehören oder nicht. Wichtig 
ist nur, dass sie das Intervall begrenzen. 
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Beispiele Vereinigung Tind Schnitt von Intervallen In den folgenden Beispielen 
ist insbesondere auf die Randwerte der Intervalle zu achten. 



[3,4]n[l,oo) = [3,4] 

[-2,0) n (-1,0] = (-1,0) 

[4,7]n[8,9) = 0 

- [7, 8] n [8, 9) = [8,8] = {8} 

- [4, 5) U (—3, 1] ist kein Intervall 

- [4,5] U (-3,4) = (-3, 5] ◄ 



Kartesisches Produkt zweier Mengen 



Beispiele Im Rahmen einer ökologischen Untersuchung eines Moorbiotops 
wurden Daten an 100 verschiedenen Messstellen erhoben, die ein gleichmäßi- 
ges Gitter von 10 Spalten und 10 Reihen bilden: 




123456789 10 



X 

Jede Messstelle wird zum Zweck weiterer Untersuchungen mit einem Zahlen- 
paar {x,y) identifiziert, wobei x die Spalte und y die Reihe angeben, in der 
sich die jeweilige Messstelle befindet. Die Menge aller Messstellen kann dann 
als Menge aller Paare 

{(x, y) I a; e {1, . . . , 10}, y G {1, . . . , 10}} 

dargestellt werden. Sie kann aber auch als „Produkt“ der Menge aller Spalten 
und der Menge aller Reihen aufgefasst werden. ◄ 



Bezeichnung Kartesisches Produkt Seien A, R Mengen. Das kartesische Produkt 
(auch Kreuzprodukt) A x B der Mengen A und B ist die Menge aller geordneten 
Paare (a, b) von Elementen a G A und b G B 



A X B = {(a, b) \ a G A,b G B}. 



2.4 Spezielle Mengen 
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Die Reihenfolge der Komponenten a und b eines Elements (a, h) der Menge 
A X ß ist fest und darf nicht vertauscht werden. Dies wird bereits an dem 
obigen Beispiel klar: Die Messstelle (1, 10) ist offensichtlich nicht die selbe 
wie (10,1): ^(1,10) 

10 
9 



-( 10 , 1 ) 



123456789 10 



Deshalb ist die Produktbildung i.Allg. nicht kommutativ, d.h. i.Allg. gilt 
A X B ^ B X A. 



Beispiele Seien A = {1, 2} und B = {c, d}. Die kartesischen Produkte Ax B B 

und B X A sind gegeben durch 

Axß = {(l,c),(l,d),(2,c),(2,d)}, 

ßx A={(c,l),(c,2),(d,l),(d,2)}. ◄ 



Beispiele Die Grundmenge fl 2 des zweifachen Würfelwurfs ist das kar- B 

tesische Produkt der Ergebnismenge fl = {1, 2, 3, 4, 5, 6} zweier einfacher 
Würfel würfe, denn es gilt: 

= {(1,1), (1,2),..., (6, 6)} = {1,2, 3,4, 5,6} X {1,2, 3,4, 5,6} = fix fl. 

◄ 

Zwei Elemente (a, 6) und {a',b') der Menge Ax B sind genau dann gleich, 
wenn ihre beiden Komponenten übereinstimmen, d.h. wenn gilt 

a = a' und b = b' . 

Besitzen beide Mengen A und ß jeweils endlich viele Elemente, gilt für die 
45^Mächtigkeit des kartesischen Produkts 

|A X ß| = |ß X A| = |A| • |ß|. 

Für Mengen A, ß C R kann das kartesische Produkt A x ß als Teilmenge 
der Ebene illustriert werden. Dazu wird ein (kartesisches) Koordinatensystem 
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mit Ursprung (0,0) gezeichnet. Die horizontale Achse wird als Abszisse, die 
vertikale als Ordinate bezeichnet. Die durch das Koordinatenkreuz gebildeten 
vier Bereiche heißen Quadranten. 



CD 

.B 

o 







0 -| 1 ► 

0 a X 

Abszisse 



y 




4. Quadrant 
X negativ, y positiv 


1. Quadrant 
X positiv, y positiv 




X 


3. Quadrant 
X negativ, y negativ 


2. Quadrant 
X positiv, y negativ 



Das kartesische Produkt der Intervalle A = {x G K|1 < a; < 4} = [1,4] und 
i? = {a; G K|1 < a; < 2} = [1, 2] kann somit dargestellt werden als 




Ax B 



I 

I 



1 



A 



4 



Die Bildung kartesischer Produkte kann auf mehrere Mengen erweitert wer- 
den. Das n-fache kartesische Produkt der Mengen Ai, . . . , A„ ist definiert als 
Menge aller n-Tupel (oi, . . . , a„) von Elementen oi G Ai, . . . , a„ G A„ 



Al X * * * X Aji — { (dl , . . . , cLji') I dl G Al , . . . , Uyi G A^ } . 

n 

Als Bezeichnung wird statt Ai x • • • x An auch X Ai verwendet. Die Bildung 

2=1 

n 

des n-fachen Produkts X A einer Menge A wird auch mit A” abgekürzt. 

i=l 

= K X K bezeichnet z.B. alle Punkte der Ebene, = K x K x K die des 
dreidimensionalen Raums. In dieser Situation wird das n-Tupel {x\, . . . ,Xn) 
auch als Vektor bezeichnet. Allgemein wird M" als Bezeichnung für den n- 
dimensionalen Raum der reellen Vektoren (a;i, . . . , x„) verwendet. 




2.4 Spezielle Mengen 
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Zwei Elemente (oi, . . . , an) und (a^, . . . , a'n) des n-fachen kartesischen Pro- 
dukts sind genau dann gleich, wenn alle Komponenten übereinstimmen 

a± — , Un — ^n' 



Diese Definition impliziert, dass die Reihenfolge der Komponenten von Be- 
deutung ist. So gilt etwa (1,2,3) ^ (3,2, 1). Dies ist ein grundsätzlicher Un- 
terschied zu Mengen, bei denen die Reihenfolge der Darstellung unerheblich 
ist, d.h. {1, 2, 3} = {3, 2, 1}. Dieser Unterschied ist ebenfalls bei der Definition 
einer 313^Folge von Bedeutung. 



0 



Mengen in der Ebene 

Einfache Beispiele von Mengen in der Ebene sind kartesische Produkte von 
Intervallen (s.o.). Es gibt jedoch auch Mengen im K^, die keine kartesischen 
Produkte von Teilmengen von K sind. Beispiele derartiger Festlegungen sind 
Kreisscheibe 

S = {{x,y)\x^ + y‘^ < 1}, 



Kreislinie K = {{x,y) \ x^ + y'^ = 1} und Raute i? = {(x, y) | |x| -I- \y\ < 1}. 





Gemeinsam ist den obigen Beispielen, dass sie durch 187^Gleichungen oder 
287^Ungleichungen spezifiziert sind. Durch eine Gleichung definierte Mengen 
werden auch als Kurven bezeichnet (vgl. z.B. die Festlegung der Kreislinie). 
Ein weiteres Beispiel für Kurven sind 157^Grafen von Funktionen wie z.B. 



G = {{x, f{x)) I - 2<x<2, f{x) = x'^ + 2}. 
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In der rechten Grafik wird durch die Kurve eine Fläche zwischen Abszisse und 
der Kurve G definiert. Der zugehörige Flächeninhalt kann mit den Methoden 
der 365^Integration bestimmt werden. 



Streudiagramm 

Ein Streudiagramm (gebräuchlich ist auch die englische Bezeichnung Scat- 
terplot) ist eine in der Statistik verwendete grafische Darstellung für Beob- 
achtungswerte (xi, j/i), . . . , {xn, Vn)- Die Beobachtungspaare werden dabei in 
einem zweidimensionalen Koordinatensystem als Punkte markiert. 



Beispiele Gewicht und Körpergröße Im Rahmen einer Untersuchung wurden 
Gewicht (in kg) und Körpergröße (in cm) von 32 Personen gemessen: 



(50,160) (65,170) (73,170) (88,185) (76,170) (50,168) (56,159) 

(68.182) (71,183) (87,190) (60,171) (52,160) (65,187) (78,178) 

(73.182) (88,176) (75,164) (59,170) (67,189) (89,192) (53,167) 

(66,180) (68,181) (60,153) (71,183) (65,165) (71,189) (73,167) 

(65,184) (79,191) (70,175) (61,181) 



Das zu diesen Daten gehörige Streudiagramm hat folgendes Aussehen. 




ÄS« '--f"' 





2.5 Aufgaben 
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2.5 






Aufgabe 2.1 Entscheiden Sie, welche der folgenden Mengen jeweils identisch 
sind (es gibt insgesamt fünf verschiedene Übereinstimmungen) : 


69^L 


Al = {x\x S N, a; • X = 4} 


Ar = 1 - 2 , 2 } 




A 2 = {x\x G Q, X ^ Z} 


As = { 0 } 




A 3 = {2x|x G Z, — 1 < X < 1} 


II 




A 4 = {x\x G Z, X • X = 4} 


Aio = {- 2 , 0 , 2 } 




A 5 = {x X G No, X + X = 0} 


All = 0 




Aq = {2x X G N, 0 < X < 1} 


Ai 2 = {} 




Aufgabe 2.2 Ordnen Sie den Grundmengen 


69^L 


Oi = {2,3,4,...,12} 02 = {1,2,3,...,31} O 3 = Nq 

O 4 = R O 5 = {(a, 6 ) a, 6 G {1, . . . , 6 }} O 6 = [0,oo) 




jeweils eine der folgenden Situationen 


zu: 




(a) Jahresumsatz einer Firma 


(d) Zweifacher Würfelwurf 




(b) Geburtstage im Januar 


(e) Lufttemperaturen im März 




(c) Augensummen beim zweifachen 
Würfelwurf 


(f) Anzahl weltweiter Erdbeben pro 
Jahr 




Aufgabe 2.3 Entscheiden Sie, welche der Mengen Teilmengen der Menge 
A = {-1,0, 1,2, 3} sind. 


69^L 


(a) Bl = { 0 } 


(d) 04 = { 0 ,- 1 } 




(b) i ?2 = {l,2,3,4} 


(e) Ö 5 = {3,0,2,-1,1} 




(c) Bs = 0 


(f) Ö 6 = { 1 , 0 ,- 2 } 




Aufgabe 2.4 




69^L 



(a) Bestimmen Sie alle Teilmengen mit höchstens zwei Elementen der Menge 
von Buchstaben des Alphabets M = {b, 1, a, u}. 

(b) Bestimmen Sie alle Teilmengen mit genau vier Elementen der Menge 
M = {1,2,3,4,5}. 
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(c) Bestimmen Sie alle Teilmengen der Menge A = {5, 2, |,4, 25}, die kein 
Element der Menge C = {4, 25} enthalten. 



69^L Aufgabe 2.5 Bestimmen Sie die Mächtigkeit folgender Mengen. 

(a) {1,4, -3} (d) N (g) 7^({k,r,u,g}) 

(b) |L,i,s,a} (e) {0,{1},|2},{3},{1,2}} (h) ({blau, rot}) 

(c) 0 (f) 7^ ({1,2, 3}) (i)V(0) 

69^L Aufgabe 2.6 Bestimmen Sie die Potenzmenge von T = {1,3, 5, 7}. Geben 
Sie ihre Mächtigkeit an. 

69^L Aufgabe 2.7 Bestimmen Sie das Komplement A der Menge A = {1,2} 
bezüglich der folgenden Grundmengen: 

(a) {1,2,3} (c) {l,-l,2,-2,-3} 

(b) {-1,0,1, 2,3} (d) {1,2} 

70^L Aufgabe 2.8 Gegeben sind die Grundmenge fi = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} sowie 
die Mengen A = {1,3,4, 5,7}, B = {1,2, 6, 7, 8}, C = {5,7,8}. Bestimmen 
Sie: 

(a) AnB (d) Aue {g) B\C (j) {A\JB)\C 

(b) Aue (e) Bne (h) (k) {B\C)f]A 

(c) A n ß n c (f) e u A u ß (i) (Äüß) ne (i) a n ( a \ e) 

70^L Aufgabe 2.9 Gegeben sind die Grundmenge fl = {a, e, o, b, d, f, g, 1, r} von 
Buchstaben sowie die Mengen A = {g, e,l, b} und ß = {g,o,l,d}. 

Zeichnen Sie ein Venndiagramm, und stellen Sie die folgenden Mengen als 
Mengenoperation mit A und ß dar. 

(a) {g,l} (c) {g,e,l,b,o,d} 

(b) {o,d} (d) {f,a,r,b,e} 



(e) {e,b} 

(f) {f,a,r} 



2.5 Aufgaben 
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Aufgabe 2.10 Gegeben sind die Mengen A, i3, und C sowie die Grundmenge 70^L 
fl. Stellen Sie folgende Mengen im Venndiagramm dar. 

{ü) An Bnc (d) {Au B)nc 

(b) Au{BnC) (e) {ÄU^UC 

(c) Än{BnC) (f) {AnB)u{BnC)u{An C) 



Aufgabe 2.11 Gegeben sind die Mengen A, B sowie die Grundmenge fl. Ge- 
ben Sie jeweils die dunkelblau markierte Fläche mittels Mengenoperationen 
an. 



C3© 


(c) 


C30 


(e) 
















(d) 


C3S) 


(f) 


CI30D 



71^L 



Aufgabe 2.12 Stellen Sie die linke und rechte Seite der Gleichung jeweils in 71^L 
einem Venndiagramm dar, und entscheiden Sie, ob die Aussage richtig oder 
falsch ist. 

(a) Äu(ßnc) = (Äuß)n(Äuc) (b) {AuB)nc = {Änc)u{Bnc) 

(c) {ÄnB)u{ÄnC) = {ÄuB)n{Bu C) 



Aufgabe 2.13 Gegeben sind die Mengen A, i? und C sowie eine Grundmenge 71^L 
fl. Vereinfachen Sie. 

(a) (Ä u c) n (c u A) (c) JÄnWj n {A\b) 

(b) {A\B)U {AUB) (d) (ÄUß) U (A n ß) U Ä 

(e) [(A n ß) n (A n ß)] n [(A n ß) u (A n ß)] 

(f) [(Ä n c) u (ü n A)] u (c u A) 



Aufgabe 2.14 Entscheiden Sie, welche der folgenden Mengen jeweils disjunkt 72^L 
und/oder paarweise disjunkt sind. 

(a)A={l,2}, ß = {2,3}, C={2,4} 
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(b) A = {l,2}, ß = {3,4}, C = {5,6} 

(c) A = {l,2}, ß = {2,3}, C = {3,4}, D = {5,6} 

(d) A = {1,2,3}, S = {3,4,5}, C={5,6,1} 

(e) A = {1,2,3}, S = {3,4,5}, C={5,6,3} 

(f) A = {1,2,3}, S = {3,4,5}, C={5,6,3}, i^ = {l,6,4} 

72^L Aufgabe 2.15 Gegeben sind die Mengen A = {1,3,5} und B = {2,4}. 

Entscheiden Sie, welche der folgenden Mengen das kartesische Produkt B x A 
darstellen. 

Ml = {(1,2), (1,4), (3,2), (3,4), (5,2), (5,4)} 

M 2 = {(2, 1), (2, 3), (2, 5), (4, 1), (4, 3), (4, 5)} 

M 3 = {(a, &)|o e {2, 4} und 6 G {1, 3, 5}} 

M 4 = {{a,b)\a G A und b G B} 

M 5 = {(o, 6 )|o G { 1 , 2 , 3, 4} und 6 G A} 

Mg = {(a, 6 )|a G i? oder 6 G A} 

M^j = {(a, 6)|a G i? und 6 G {1, 3, 5}} 

Mg= {1,3, 5, 2, 4} 

Mg = {(2,3), (2,5), (2, 1), (2,4), (4,3), (4,5), (4, 1)} 

Mio = {(2, 1), (4, 1), (2, 3), (4, 3),(2, 5), (4, 5)} 



72^L 



Aufgabe 2.16 Bestimmen Sie folgende Intervalle bzw. Mengen, und stellen 
Sie diese grafisch dar. 



(a) (0,7)n[3,5] 

(b) [-3,f]nN 

(c) [-2,0)U[0,2) 

(d) (- 4 , 1] n [-4, 1) 



(e) (-4,1]U[-4,1) 

(f) (-i,i]n[i,2)n[0,3] 

(g) [1,6] \ (3,5] 

(h) (-oo,2]nN 



(i) (— 00 , 3) n [—3, 00 ) 

(j) (- 1 , 00 ) U [-2,5] 



2.6 Lösungen 
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2.6 Lösungen 



Lösung 2.1 Die folgenden Mengen sind jeweils identisch: 

{&) (b) As, Aio (c) A4, Ay (d) A5, Ag 


(e) All, Ai2 


65^A 


Lösung 2.2 




65^A 


(a) De (b) D2 (c) Di (d) D5 (e) D4 


(f) Dg 




Lösung 2.3 Bl, B3, B4, Bg. 




65^A 


Lösung 2.4 

(a) 0, {b}, {1}, {a}, {u}, {b,l}, {b,a}, {b,u}, {l,a}, {l,u}, {a,u}. 




65^A 



Insgesamt gibt es elf Teilmengen mit höchstens zwei Elementen. 

(b) {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {1, 2, 4, 5}, {1. 3, 4, 5}, {2, 3, 4, 5}. 

Insgesamt gibt es fünf Teilmengen mit genau vier Elementen. 



(c) 0.{i},{2},{|},{i,2},{i.|},{2,|},{i,2,|}. 



Insgesamt gibt es acht derartige Teilmengen. 



Lösung 2.5 

(a) 3 (c) 0 

(b) 4 (d) oo 



66^A 

(e) 5 (g) 2" = 16 (i) 2° = 1 

(f) 2^ = 8 (h) 2^ = 4 



Lösung 2.6 Die Mächtigkeit von V{T) beträgt |'P(T)| = 2'* = 16. 66^A 

P(T)={0,{1},{3}.{5},{7}, 

{1,3}, {1,5}, {1,7}, {3, 5}, {3, 7}, {5, 7}, 

{1, 3, 5}, {1, 3,7}, {1, 5, 7}, {3, 5, 7}, {1, 3, 5, 7}} 



Lösung 2.7 

(a) {3} 



(b) {-1,0,3} 



(c) {-1,-2, -3} (d) 0 



66^A 
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2. Mengen 



66^A Lösung 2.8 

(a) ACiB ^ {1,7} 

(b) Aue = {1,3, 4, 5, 7, 8} 

(c) Anßnc = {i,7}nc = {7} 

(d) A U Ü = A U {1, 2, 3, 4, 6} = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} 

(e) B nC ^ B n {1, 2, 3, 4, 6} = {1, 2, 6} 

(f) C U A U ß = {1, 3, 4, 5, 7, 8} U ß = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8} ^ Q, 

(g) ß\C = {l,2,6} 

(h) C\ß = {5} 

(i) (ÄUB) nc = {1,2,3,4,5,6,7,81 nc = 0nc = 0 

(j) (Auß)\c={l,2,3,4,5,6,7,8}\c = {l,2,3,4,6} 

(k) (ß\c)nA = { 1 , 2 , 6 } nA = { 1 } 

(l) An(Tl\C7)=A\C= {1,3,4} 

66^A Lösung 2.9 Venndiagramm: 




(a) An B (c) 4 U ß {e) A\B oder 7l n ß 

(b) B \ A oder B n A (d) ß (f) A U ß oder An B 




2.6 Lösungen 
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Lösung 2.11 




67^A 


(a) {A U ß) oder An B 


(d) ß\7l 




(b) Ä 


(e) {A n ß) oder A U ß 




(c) Tinß 


(f) (A\ß)u(ß\7l) oder (7lUß)\(^nß) 





Lösung 2.12 Die dunkelblau markierten Bereiche sind die gesuchten Darstellungen. 67^A 
(a) Wahr: 



Linke Seite: 




Rechte Seite: 












(b) Falsch: 








Linke Seite: 




Rechte Seite: 












(c) Falsch: 








Linke Seite: 




Rechte Seite: 













Lösung 2.13 67^A 

(a) (Ä u C) n (ü u = [Ä n (C u A)] u [C n (C u A)] 

= [{Ä n C) u (Ä n t1)] u [(C n ü) u (t 1 n C)] 

= [(J n C) u 0] u [0 u (A n C)] = (AuC) u n C) 

(b) {A\B)u {Au B) = {AnB)u (ÄnB) =Bn{AuÄ) ^Bnn^B 



(c) {An B) n {A \ B) = {Au B) n {An B) = {Au B) n {Au B) ^ Au {B n B) 

(d) (Äu'B)u(An5)u^ = {AnB)u{An'B)uA = [^n(Suß)]u^ = [^nD]u^ 
= AuA^q. 

(e) [(^ n 5) n n ß)] n [(^ n ß) u n ß)] = [A n ß n ß] n [A n (s u ß)] 

= [A n 0] n n fl] = 0 n ^ = 0 

(f) u (C n 7i)] u (C u A) = u c 

CAUC CAUC 
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2. Mengen 



67^A Lösung 2.14 

(a) nicht disjunkt: AC\ B C\ C = {2} 

(b) disjunkt und paarweise disjunkt: AnB = BnC = CriA = AnBnC = @ 

(c) disjunkt, aber nicht paarweise disjunkt: 7lnßnCnD = 0 und ACi B — {2} 
bzw. ß n C = {3} 

(d) disjunkt, aber nicht paarweise disjunkt: AnB HC = 0 und AC] B — {3} bzw. 
ßnc = {5}, AnC = {1} 

(e) nicht disjunkt: AC\ B C\ C = {3} 

(f) disjunkt, aber nicht paarweise disjunkt: AC\ B C\ C C\ D — ^ und AC\ B — {3} 
bzw. Ar\C = {3}, Ar\D ^ {1}, ß n c = {3, 5}, ß n ß = {4}, c n ß = {6} 



68^A Lösung 2.15 M 2 , M 3 , M 7 und Mio. 



68^A Lösung 2.16 



0 3 5 7 



(b) {1,2, 3, 4, 5, 6}: 



(c) 



(d) 



(e) 



[- 2 , 2 ): 



(-4,1): 



[-4, 1]: 



1 — 

-2 


1 

0 


1 

2 


1 

-4 




1 ' 

1 


1 

-4 




i ' 

1 



(f) {l}n[0,3] = {l}: 



n — I — I — I — r 
-10123 



2.6 Lösungen 
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(g) [1,3] U (5,6]: 

1 2 3 4 5 6 



(h) {1,2}: 

1 2 



(i) 1-3,3): ^ 

-3 



(j) l-2,oo): 

- 2-1 



T 

5 
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3 Elementare Rechenoperationen 



3.1 Bruchrechnung 

In 19^ Abschnitt 1.2 wurden Brüche als alternative Schreibweise für Quoti- 
enten a : b eingeführt. Im Folgenden werden Eigenschaften und Rechenregeln 
für den Umgang mit Brüchen vorgestellt, die u.a. auch die Berechnung von 
Termen erleichtern. Aus diesen Regeln resultieren z.B. die Umformungen 

/3 5\ /I 5\ 9-h35 21 ^ x^ + 2x+l 1 

[j^ 3J \2^ n) ~ ’ x^ + x^ - X - 1 ~ X - 1' 



Eigenschaften von Brüchen 

Zwei scheinbar verschiedene Brüche können die selbe Zahl repräsentieren. Ein 
einfaches Beispiel sind | und die jeweils die Zahl 4 darstellen. 



Gleichheit von Brüchen 

Für Zahlen oi, 02, &i, 62 mit 61, 62 7^ 0 sind die Brüche ^ und ^ genau dann 
gleich, wenn die Produkte oi&2 und 02^1 gleich sind, d.h. 



bl 



b2 



0162 = a 2 bi - 



Beispiele B 

(i) ^ = y, denn 3 • 7 = 21 = 1 • 21 

(ii) ^ denn 2a ■ 2b = Aab = 1 • 4a& 

(iii) = |, denn {x^ -|- a;) • 3 = 3a:^ -I- 3x = a; • (3x -1-3) ◄ 

Zwei Brüche, die die selbe Zahl repräsentieren, können durch Erweitern oder 
Kürzen ineinander überführt werden. 

Erweitern und Kürzen von Brüchen 
Für Zahlen a, b, k mit b,k ^ 0 gilt 

a k ■ a 

b ^ ~kl)' 

Wird dieser Vorgang von links nach rechts durchgeführt, heißt er Erweitern 
der Bruchs. Wird er von rechts nach links ausgeführt, heißt die Operation 
Kürzen des Bruchs. 
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3. Elementare Rechenoperationen 



B 



Beispiele 



(i) ^ gekürzt mit 7: ^ ^ = i 

(ii) I erweitert mit 5: | = ||| = 

(iii) i erweitert mit x + 1: i = 

(iv) ^gekürzt mit 4: = H 

(v) ^ gekürzt mit 2: ^ = |g| = H 



(vi) 



-J£- prwpi'tprt mit 9(t - IV -2- — _ 2x^-2x 

eiweiceit mit Z.\JL l). — 2 (x+l)(a;-l) “ 2 x '^-2 ’ 

wobei bei der letzten Umformung die dritte binomische Formel benutzt 



wurde. 



(vii) Mit der dritten le^binomischen Formel = {a — b){a + b) kann 

im Zähler und Nenner des folgenden Bruchs jeweils der Faktor a + b 
ausgeklammert und anschließend gekürzt werden: 

— 6^ (a — a — b 

2fl -\- ‘Zb 2 

Ist ^ ein Bruch ganzer Zahlen a,b G 1 j und kann kein ganzzahliger Faktor 
außer 1 gekürzt werden, so heißt der Bruch j vollständig gekürzt. Diese Form 
wird i.Allg. bei der Darstellung von Brüchen angestrebt, da sie bei weiteren 
Rechnungen in der Regel einfacher handhabbar ist. Eine analoge Strategie 
wird verfolgt, wenn Zähler und Nenner des Bruchs Terme sind. 



B 



Beispiele 

/•N 2x-2 _ 2(je^ _ 2 

1 ' x ^-1 x +1 



(Ü) 



X—1 
x'^ —X 



^ 

a: 



(iii) 



48a+8b ^(6a+b) 6a-\-b 

72 ~ ^-9 ~ 9 



z- \ 9a^-6ax-\-x^ _ {3a-x)^ _ {3a-x)l^&f^^ 
V / 24a— 8x 8(3a— a:) 



3a— ai 
8 



50a^+60a6+186^ 
ui 75ai-27b‘i 



2(5a+3b)X5aH°3^ 2(5a+3b) 10a+6b 

3X5a-l=3ST(5a-3b) “ 3(5a-3fc) “ 15a-9b 



◄ 



Der folgende Hinweis zeigt einen häufig zu beobachtenden Fehler beim Kürzen. 



3.1 Bruchrechnung 
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Fehlerquelle beim Kürzen 

Für c 7 ^ 0 ist k-a + c f(-a + c a + c 

k ■ b ^ ■ b h 

ein häufig auftretender Fehler beim Kürzen. 



Stimmten nämlich die linke und rechte Seite überein, müsste gelten 
k-a + c a + c 



k-b 



{k ■ a + c)b = {k ■ b){a + c) 

k-a-b+c-b=k-b-a + k- b- c 
c • h = k ■ h • c 
k = 1, 



d.h. Gleichheit gilt nur für k = 1. Der Fall 6 = 0 ist ausgeschlossen, da b im 
Nenner des Bruchs steht, c = 0 ist nach Voraussetzung nicht möglich. 



Kürzen von Brüchen, Primfaktorzerlegung und größter gemeinsamer Teiler 

Zum Kürzen von Brüchen mit ganzzahligem Zähler und Nenner ist es oft 
nützlich, die Primfaktorzerlegung einer natürlichen Zahl zu ermitteln. Eine 
Primzahl p ist eine natürliche Zahl, die nur durch sich selbst und durch Eins 
ohne Rest teilbar ist. Die ersten Primzahlen sind 

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,... 

Jede natürliche Zahl (und damit auch jede ganze Zahl) kann in ein Produkt 
von Primzahlen (so genannte Primfaktoren) zerlegt werden, d.h. jedes n S 
N hat (bis auf Vertauschung) eine eindeutige Darstellung in Primfaktoren 
Pl; ■ • ■ ;Pm- 

n=pi-p2- ■■■ -Pm- 



Beispiele 4 = 2 • 2, 8 = 2 • 2 • 2, 14 = 2 • 7, 36 = 2 • 2 • 3 • 3, 42 = 2 • 3 • 7, 
132 = 2 -2 • 3 • 11, 3 003 = 3 • 7- 11 • 13. ◄ 



Der größte gemeinsame Teiler zweier natürlicher Zahlen n, m ergibt sich aus 
der Primfaktorzerlegung beider Zahlen, indem die jeweils gleichen Faktoren 
ermittelt werden. Das Produkt dieser Faktoren ist der mit ggT(n, m) bezeich- 
nete größte gemeinsame Teiler. Der größte gemeinsame Teiler von Zähler und 
Nenner ist daher die größte Zahl, mit der der Bruch gekürzt werden kann. 
Nach Ausführung des Kürzens resultiert die vollständig gekürzte Version des 
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3. Elementare Rechenoperationen 



Bruchs. Für die Zahlen 42 und 4 ergibt sich aus 42 = 2 • 3 • 7 und 4 = 2-2 

2 -21 

der größte gemeinsame Teiler ggT(42,4) = 2 . Also ist ^ ^ 

und ^ ist die vollständig gekürzte Version des Bruchs 



B Beispiele 

(i) 34 = 2 • 17 und 51 = 3 • 17 , d.h. ggT(34, 51) = 17 und ff = |^ = | 

(ii) 12 = 2 • 2 • 3 und 6 = 2 • 3 , d.h. ggT(12,6) = 2-3 = 6 und 

12 _ _ 2 _ r> 

6 ~ 1 -^ ~ \ ~ ^ 

(iii) 294 = 2- 3 • 7 -7 und 63= 3 -3- 7 , d.h. ggT(294, 63) = 3 • 7 = 21 

und 2M = =14 ^ 

63 .a-3-,r 3 ^ 

Zur Vereinfachung des Bruchs durch Kürzen ist es nicht zwingend erforder- 
lich, die Primfaktorzerlegung zu ermitteln. Vielmehr kann der Bruch auch 
durch sukzessives Kürzen nach und nach vereinfacht werden. Dazu sind fol- 
gende Teilbarkeitsregeln nützlich. 

Teilbarkeit natürlicher Zahlen 
Eine natürliche Zahl ist durch 

— 2 teilbar, wenn sie gerade ist, d.h. wenn die Endziffer durch 2 teilbar ist. 

3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist. Die Quersumme einer 
Zahl ist die Summe ihrer Ziffern. 

4 teilbar, wenn die aus den letzten beiden Ziffern gebildete Zahl durch 4 
teilbar ist. 

— 5 teilbar, wenn die letzte Ziffer eine 0 oder eine 5 ist. 

6 teilbar, wenn die Zahl gerade und ihre Quersumme durch 3 teilbar ist. 

8 teilbar, wenn die aus den letzten drei Ziffern gebildete Zahl durch 8 
teilbar ist. 

9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist. 



B Beispiele 

(i) Die Zahl 258 ist gerade und somit durch 2 teilbar: 258 = 2 • 129. Der 
Faktor 129 hat die Quersumme 1 -|- 2 -|- 9 = 12 und ist somit durch 3 
teilbar: 129 = 3 • 43, wobei 43 eine Primzahl ist. Also gilt 258 = 2 • 3 • 43. 



3.1 Bruchrechnung 
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(ii) Für Zähler und Nenner des Bruchs ||| folgt aus der Quersummenregel 
die Teilbarkeit durch 9, denn 3+1 + 5 = 9 = 2 + 3 + 4. Somit gilt 

315 _ g-35 _ 35 
234 “ + -26 “ 26 ■ 

(iii) fli = f™ = = Mi = OTTg- 541 weder durch 2 noch 

durch 3 teilbar ist, bleibt nur zu prüfen, ob 19 ein Teiler von 541 ist. Da 
dies nicht der Fall ist (541 = 28-19 + 9), ist ||i der vollständig gekürzte 
Bruch zu |-||| (541 ist eine Primzahl). ◄ 



Beispiele Die folgende Tabelle demonstriert wie die Teilbarkeitsregeln auf 
einige Zahlen angewendet werden. 



Zahl 




2 


3 


4 




5 


6 


8 


9 


324 


-k 

4 


/ 


★ 

9 / 


★ 

24 / 


★ 

4 




-k 

/ 


-k 

324 - 


k 

9 / 


1325 


5 


- 


11 - 


- 


5 


/ 


- 


- 


11 - 


2718 


8 


/ 


18 


/ 


18 - 


8 


- 


/ 


- 


18 


/ 


8260 


0 


/ 


16 - 


60 / 


0 


/ 


- 


260 - 


16 - 


15264 


4 


/ 


18 


/ 


64 / 


4 


- 


/ 


264 / 


18 


/ 



* markiert jeweils die Spalte, in der das zugehörige Teilbarkeitskriterium 
notiert ist. Die Teilbarkeit durch 6 ist gegeben, wenn die Zahl gleichzeitig 
durch 2 und 3 teilbar ist. Daher bleibt die ^-Spalte hier leer. ^ 



Rechnen mit Brüchen 

Im Folgenden werden Rechenregeln für Brüche vorgestellt. Zunächst werden 
Addition und Subtraktion betrachtet. 



Addition und Subtraktion von Brüchen mit gleichem Nenner 
Für Zahlen «i, 02 , & mit b ^ 0 gilt 



dl I 02 Ql + 0,2 

T ^ h 



und 



Ql Q2 Ql — 02 

b 



Brüche mit gleichem Nenner werden addiert/subtrahiert, indem die Zähler 
addiert/subtrahiert werden. 
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3. Elementare Rechenoperationen 



B 



Beispiele 




5-2 _ 3 _ 1 
3 3 


(iii) f + 


3-4 1 

5 5 


(iv) JTT 



a 3 8 +g— 3 5+a 

7 7 ~ 7 ~ 7 

I X x-\-l -I 

x-\-l ~ x-\-l ~ ^ 



fiv') — ix+v)(x-y) _ 

\ ' x+y x+y x+y x+y 



◄ 



Brüche mit verschiedenen Nennern werden durch geschicktes Erweitern auf 
den gleichen Nenner (den so genannten Hatiptnenner) gebracht und anschlie- 
ßend addiert bzw. subtrahiert: 



fli 02 ■ ^2 ^1 • 02 0162 + 02^1 

h b2 bl -62 bl ■ 62 ^1^2 



Addition und Subtraktion von Brüchen mit evtl, ungleichen Nennern 
Für Zahlen oi, 02, 61, &2 mit &i, 62 7^ 0 gilt 

Ol 02 oi&2 + 02^1 , Ol 02 O1&2 ~ 02&1 

61 62 5 i &2 ™ öl Ö2 Ö1Ö2 



B 



Beispiele 



(i) 


3 1 2 3-3-I-2-8 

8 3 8-3 


9+16 25 

24 24 














X 1 2x X 


x-\-4x — 7x —2x X 










bb 


14 7 2 ~ 


14 14 


7 










(iii) 


2 1 5 2a+55 

b ' a ab 














bvl 


X X X 


(a: — 1 ) — a:(a:+l) _ 


_ x^—x— 


x^—x 


_ 2x 






[IV) 


x-\-l x—1 


(a:-l)(a:-|-l) 


x‘^~ 


-1 


x'-^ — l 






(\A 


2x 2x — l 


( 2 a;)^-( 22 :-l)( 22 ;-|-l) 


4x^-(4x'^-l) 


1 






2 a;+l 2x 


( 2 a:-|-l) 2 a: 




2x(2 


X + l) 


2x{2x 


+ 1 ) 




a 5 öl 


{a-\-b) — b(a—b) 


a^-\-ab— 


ba+b"^ 








Ob 


a — b a-\-b 


(a—b) (a+ 6 ) 


(a-b)( 


Q-hb) 


a^-b“^ 






Ivib 


4ab 1 a — b 


_ 2-2ab 


1 a — b . 




2ab 1 


a—b 


2 afe+(a— 


[VU) 


2a‘^-2b‘^ a+b 


P!{a—b){a+b) 


a-\-b 


(a- 


b)(a-|-b) 


a-\-b 


{a-b)(a-\-b) 



Die obige Vorgehensweise erzeugt durch Multiplikation der Nenner den Haupt- 
nenner und mittels des Erweiterungsverfahrens die gewünschten Brüche. Dies 
ist jedoch nicht immer notwendig bzw. sinnvoll. Oft findet sich ein kleinerer 
Hauptnenner, das so genannte kleinste gemeinsame Vielfache. 



3.1 Bruchrechnung 
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Beispiele B 

(i) Es gilt | + | = | + fi| = | + | = ^, da6 ein Vielfaches von 3 ist. 

(ii) ^ + ^ = + = denn 84 : 28 = 3 und 84 : 21 = 4 

_6 4s_ _ 6 _ x{x-2) _ -x'^+2x+6 ^ 

x^ — 4: x-\-2 x^—4 x^ — 4 x‘^—4 

Die Multiplikation von Brüchen wird folgendermaßen ausgeführt. 

Multiplikation von Brüchen 

Für Zahlen ai,a 2 ,&i ,&2 mit &i ,&2 7 ^ 0 wird das Produkt zweier Brüche be- 
rechnet gemäß 

a\ 02 Ol • 02 

hl 62 • &2 

Zwei Brüche werden multipliziert, indem jeweils Zähler und Nenner multipli- 
ziert werden. 



Beispiel^ 




1-5 _ 

3-7 “ 

2-3z 

x-2 



_5_ 

21 





~ 2x 



Zz 

X 



("üB 4 _ 4(a;-l) _ 2 

2 x'-^-l 2(a:-l)(a;+l) x+l 

◄ 



Da jede Zahl c als Bruch | geschrieben werden kann, ergibt sich daraus sofort 
die Regel 

o CO c • o 

Aus dieser Gleichung ergibt sich mit der Wahl o = 1 eine Rechenregel für 
den Bruch 

, c c • 1 1 

— = ' 6- 

d.h. die Division einer Zahl c durch eine Zahl b ist gleich dem Produkt von c 
und Die Zahl ^ heißt Kehrwert von b. Daraus ergibt sich unmittelbar die 
Regel 

c ^ c 1 c 

a ab a ■ b 

Eine Kombination dieser Regeln ergibt folgende Rechenregel für die Division 
von Brüchen, wobei ^ den Kehrwert des Bruchs ^ bezeichnet (Zähler und 
Nenner werden also vertauscht). 



B 
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3. Elementare Rechenoperationen 



Division von Brüchen 

Für Zahlen oi, 02, &i, &2 mit 02, 61, &2 4 ^ 0 gilt 

öl 02 öl ^2 O1&2 

&1 ■ 62 &1 Ö2 0261' 

Die Division zweier Brüche ist das Produkt des ersten Bruchs und des Kehr- 
werts des zweiten Bruchs. 

Bei der Multiplikation bzw. Division von Brüchen ist es i.Allg. sinnvoll, vor 
deren Ausführung die jeweiligen Zähler und Nenner hinsichtlich möglicher 
Kürzungen zu prüfen. Dies vereinfacht nachfolgende Rechnungen unter Um- 
ständen erheblich, wie das folgende Beispiel zeigt: 

7 21 7 10 7-10 r • 2" • 5 5 _ _ 7 21 7-10 70 

8 ■ TÖ “ 8 ’ M “ 8 • 21 “ ^ • 4 • 3 • r “ 12 8 ’ TÖ “ 8 • 21 “ 168' 



B Beispiele 

/•\ 1 . 3 _ 1 2 _ 1 1 _ 1 

vb 6 ■ 2 6 ■ 3 3 ■ 3 9 

rui 5 . 10 _ 5 J. — 45 _ 15 -3 

Pb 3 ■ 9 3 ■ 10 30 t5-2 

(Alternativ: | | ^ 

/•••\ 6ab . ^ 6ab 3 18a 

yni) ^ ^ ^ ^ ^ 

rr — 1 . x — 1 x—1 3 3 

2 ■ 3 ~ 2 ’ x-1 ~ 2 



3 

2 

^t3-3 _ 3\ 
. 3 - 2-5 2 / 






B Beispiele 

('jj ■ 5x+5y _ x+y ^ . x^i ^ x+y 

\ ) (x-y)'^ 2xy ' x-y 

f rr-l ~3 I o+^'\ . a^-t- 3 a (g-t- 1 )^ 2 (g-|- 3 )-t-(a-t-l) (a-t- 3 ) (g-t- 1 )^ (g-t- 1 )^ 

Pb \^g-|-l 2 J ■ (g-|-l )3 2 “ 2(g-|-l) ’ g 2 -|- 3 g 2 

(g-t- 3 )^ (g-t- 1 )^ (g-t- 1 )^ (g-t- 3 ) (g-t- 1 )^ (g-t- 1 )^ (g-t- 3 )(g-t-l)^ — g(g-t-l)^ 

2 (g-t-l) g(g-t- 3 ) 2 2 g 2 2 g 

^ 3 (g-H)^ 

2a 



3.2 Potenzen 

Die Addition identischer Zahlen wurde vereinfachend zur Multiplikation zu- 
sammengefasst. Analog wird die Multiplikation identischer Zahlen o- . . . • a als 
Potenz a" mit einem Exponenten n geschrieben, der die Anzahl von Faktoren 
angibt. 



3.2 Potenzen 
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Definition Potenzen Für Zahlen a G K und n G N wird die n-te Potenz von a 
definiert als 

a" = a ■ a ■ ■ a . 

n— mal 

Die Zahl a heißt Basis, n heißt Exponent. Die Verknüpfung wird als Potenzieren 
bezeichnet. 

Erweiterungen für Potenzen a“ mit ganzzahligem bzw. 89^rationalem und 
91 ►reellem Exponenten x werden im Folgenden ebenfalls eingeführt. Von 
besonderer Bedeutung ist die Basis e = 2,7182 . . . mit der Eulerschen Zahl e, 
die u.a. zur Definition der lei^Exponentialfunktion verwendet wird. 



Beispiele 

(i) 52 = 5 • 5 = 25 

(ii) 25 = 2- 2- 2- 2- 2 = 32 

(iii) 53 = 5 • 5 • 5 = 125 

(iv) (-3)3 = (-3) • (-3) • (-3) = -27 

(v) (-3)4 = (-3) • (-3) • (-3) • (-3) = 81 

(vi) -34 = -(3-3-3-3) = -81 

(vii) 2,33 = 2,3 • 2,3 • 2,3 = 12,167 

(viii) (li)3 = ü . ü . ü = 13^ 

(ix) (2^)3 = (2 • 2)3 = 43 = 64 

(x) 2(2") = 22'2'2 = 28 = 256 ◄ 

Aus diesen Zahlenbeispielen können bereits einige Schlussfolgerungen für das 
Rechnen mit Potenzen abgeleitet werden. Aus den Beispielen (i) und (ii) 
folgt, dass bei der Potenzbildung Exponent und Basis nicht vertauscht werden 
dürfen, d.h. i.Allg. gilt a" ^ n“. Die Beispiele (ix) und (x) zeigen, dass beim 
Potenzieren die Reihenfolge der Ausführung bedeutsam ist, d.h. i.Allg. gilt 
(^n)m ^ ^(n Wird die Reihenfolge der Auswertung daher nicht durch 
Klammer festgelegt, wird die Vereinbarung 
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3. Elementare Rechenoperationen 



getroffen. Die Klammern in (iv) sind wichtig, denn — a" wird als — (a”) ver- 
standen, so dass i.Allg. — a” ^ Das Vorzeichen in — a" gehört zur 

gesamten Potenz und nicht zur Basis (vgl. auch (v), (vi)). 

Die Potenzbildung wird nun auf ganzzahlige Exponenten erweitert. 



Definition Potenzen mit negativen Exponenten und Exponent Null Für a G K und 
n G N wird definiert 

= — , a° = 1. 
a" 

Als Spezialfall wird 0° = 1 definiert, obwohl 0” = 0 für alle n G N gilt. Diese 
Abweichung erweist sich für weitere Überlegungen als nützlich. 



Beispiele 

(i) 3-2 = ^ = i (iii) ^ ^ = 9 

(ii) (“s) = T=VW ^ Tj9=^ = 5 

Potenzgesetze. 



a" /a\^ 
^ \b) 



3. a^-b^ = {a- &)" 



Für das Rechnen mit Potenzen gelten die 
Potenzgesetze 

Für a, & G K \ {0} und n, m G Z gilt: 

1. a" • a™ = 4. 



◄ 



Beispiele 

(i) 3^ • 32 = 33+2 = 35 = 243 

(ii) 52 • 5"^" = 52+^" = 52(1+2«) ^ (52)1+2« ^ 25^+2" 

(iii) = a;2+3 = 

(iv) §1 = 56-4 = 52 = 25 

(v) ^ = a;4"-8 = a;4("-2) 

+) bui = (^1)“ = (1)" 



3.3 Wurzeln 
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(vii) 23 (x + 1)3 = [2{x + 1)]3 = {2x + 2)3 
(viii) (x"+3)2 = x3(”+3) = a;2"+2 

(ix) 4(a + b)^ = 2^(a + b)^ = (2a + 26)^ 

(x) Aus (a - bf = {-{b - a))3 = (-1)3 . (6 - a)3 = -{b - af folgt 



Diese Gesetze gelten auch für Potenzen mit 88^rationalen und 91 ►reellen 
Exponenten. Mit Hilfe der Potenzgesetze können komplizierte Terme häufig 
einfacher dar gestellt werden. 



Beispiele 



(i) = a:3n-(3n-2)j^3-l ^ ^3n-3n+2^2 ^ ^2^2 ^ 




[ 2 ^^] 3 J J - 3x2»yü„ J 



§2.371 — 6 2^2 §2j3n-4 



Die Umkehrung des Potenzierens 

Wie bei Addition und Multiplikation gibt es auch eine Umkehroperation zum 
Potenzieren. Hierbei ist zu beachten, dass das Potenzieren nicht kommuta- 
tiv ist, d.h. es ist jeweils festzulegen, welcher Bestandteil der Potenz (Basis 
oder Exponent) Resultat der Umkehroperation sein soll. Soll bei gegebenem 
Exponenten auf die Basis zurückgeschlossen werden, heißt das zugehörige 
Verfahren 88^Wurzelziehen. Soll bei bekannter Basis der Exponent ermittelt 
werden, heißt dieser Vorgang 92^Logarithmieren. 



3.3 Wurzeln 

Die n-te Wurzel einer nicht-negativen Zahl a wird implizit als Lösung b der 
266^ Gleichung b^ = a eingeführt, die für a > 0 genau eine Lösung b > 0 
besitzt. Im Folgenden wird daher - sofern dies nicht gesondert angegeben ist 
- immer davon ausgegangen, dass a,b > 0 sind. 



88 
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Definition Wurzel Seien a > 0 und n G N. 

Die eindeutig bestimmte nicht-negative Zahl b mit = a heißt n-te Wurzel von a 
und wird mit ^/a bezeichnet. Das Symbol wird Wurzelzeichen, der Vorgang 

Wurzelziehen genannt. Die Zahl a heißt Radikand, die Zahl n Wurzelexponent. 

Für n = 2 wird der Wurzelexponent in der Notation der Wurzel weggelassen, d.h. 
statt wird ^/ä geschrieben, ^/a heißt auch Quadratwurzel von a. 



Rechenregeln für Wurzeln 

Für das Rechnen mit Wurzeln gelten folgende Rechenregeln (die so genannten 
Wurzelgesetze). 

Wurzelgesetze 

Seien a > 0 und n, fc G N und m G Z. 



Beispiele 



(i) v/ßd = = 8 , denn 8 ^ = 64 




(iii) -^64 = 2 , denn 2 ® = 64 




◄ 



1 . 





2 . 





4. 



Beispiele 




(ii) = V4^ = V36 = 6 (iv) \/?64 = = ^=2 ◄ 



3.3 Wurzeln 
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Beispiele Brüche und Wurzeln 

Vä _ V3(V5 + V3) _ ^/l5+3 _ yi5+3 

V5-V3 (V5-V3){V5 + V3) 5-3 2 



nil I-V 2 _ (I-V 2 ) (1 - V 2 ) _ l- 2 y ^+2 
'' > I + V 2 (1+V2)(1-V2) 1-2 



-(3-2V2) = 2^2-3 



◄ 



Bei Wurzeln aus Quadraten ist folgende Regel zu beachten. Sie ergibt sich 
aus der Beobachtung, dass = (— a)^ gilt. 



Wurzeln aus Quadraten 

Die Wurzel aus dem Quadrat einer Zahl a ist deren 14^Betrag |a|: 



|a|, a G K. 



Mittels der Wurzel werden Potenzen mit rationalen Exponenten eingeführt. 



Potenzen mit rationalen Exponenten 



Definition Potenzen mit rationalen Exponenten Seien a > 0 und n G N. Dann 
wird die Potenz von a mit dem Exponenten ^ definiert durch 



1 



= 



/a. 



Für a > 0 und n € N,m € Z wird die Potenz von a mit dem Exponenten 
p= 2R definiert durch 

aP = a^ =ai-^ = {^r. 



Aus den 88^ Wurzelgesetzen ergeben sich die gleichen Rechenregeln für Po- 
tenzen mit rationalen Exponenten, die auch für 86^ganzzahlige Exponenten 
gelten. 

Potenzen mit rationalen Exponenten 
Für a,b > 0 und p,q GQ gilt 

aP-a« = aP+‘i, = aF-\ aF-W’ = {a-hY, ^ = (0^)« = 
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3. Elementare Rechenoperationen 



Beispiele Seien a, 6 > 0 und a; > 0. 



(i) {a + b)i ■ ^{a + by = {a + b)i ■ (a + 6)t = (o + 6)t = {a + b)^ 




X 



i_i 

= X 5 = X' 
X5 




◄ 



Beispiele Wurzeln als Potenzen {a,b >0 und x > 0) 




(iv) ^ 



= X3 2 = 






3 




(iii) 



◄ 



In den obigen Ausführungen wurden Wurzeln -i/a nur für positive Zahlen a 
definiert. Dies liegt darin begründet, dass für positives a genau eine positive 
Zahl b existiert, die die Gleichung b"^ = a erfüllt. Exemplarisch wird nachste- 
hend erläutert, dass bei Verzicht auf diese Voraussetzung Probleme entste- 
hen. Dann ist es nämlich möglich, dass sowohl mehrere Lösungen vorliegen 
als auch keine Lösung existiert. 

© Werden für b auch negative Zahlen zugelassen, so resultieren Mehrdeu- 
tigkeiten. Da z.B. für n = 2 die Gleichung 5^ = (—5)^ = 25 gilt, hat 
b^ = 25 zwei Lösungen. Daher gibt es zwei reelle Zahlen, deren Quadrat 



@ Ist a eine negative Zahl, gibt es keine reelle Zahl, deren Quadrat gleich 
dieser Zahl ist. Daher existiert z.B. keine reelle Zahl b mit 6^ = —25, 



geraden Exponenten möglich. 

Für ungerade Exponenten gibt es für jedes a S K genau eine Lösung, so dass 
in dieser Situation auch Wurzeln negativer Zahlen zugelassen werden können. 

Definitionsbereich von Wurzeln 

In Abhängigkeit vom Exponenten der Gleichung 6" = a kann die Definition 
der Wurzel wie folgt erweitert werden: 

— Für ungerades n £ N und a £ K hat 5" = a genau eine Lösung, die mit 
l/a bezeichnet wird. 

— Für gerades n £ N und a > 0 hat b^ = a sowohl eine positive als auch 
eine negative Lösung: bi = -{/a > 0 und &2 = — l/ö < 0. 

— Für gerades n £ N und a < 0 hat &" = a keine reelle Lösung. 



25 ist. 



da b^ stets das Vorzeichen -|- hat. Die gleiche Argumentation ist für alle 



3.3 Wurzeln 
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Potenzen mit reellen Exponenten 

Mittels der Potenzen mit rationalen Exponenten werden Potenzen mit reel- 
len Exponenten definiert, indem eine reelle Zahl durch zwei rationale Zahlen 
„eingeschachtelt“* wird. Für irrationale Exponenten a: G M\Q können ratio- 
nale Zahlen p, q mit p < x < q gefunden werden, so dass q — p > 0 beliebig 
klein wird. Dies ergibt etwa für a > 1 



Wird die Differenz q — p kleiner, so gilt dies auch für a'^ — a^. Daher wird 
der Wert von a® immer genauer eingegrenzt, so dass bei hinreichend großer 
Genauigkeit die Näherungen a“ « a'^ bzw. a® « resultieren. Diese Vor- 
gehensweise wird mittels der Kreiszahl tt = 3,141592654... illustriert, die 
den Flächeninhalt des Einheitskreises angibt. Aus dieser Dezimaldarstellung 
ergibt sich 



d.h. für die entsprechende Potenz mit p = ^ 0 ^ 900 ^ und q = ^ 0 ^ 909 ° gilt mit 
0 = 2 

2P = 8,824961 . . . < 2^" < 8,825022 . . . = 2«. 

Der „exakte“ Wert ist 2^ = 8,824977 . . .. 

Eine bessere Einschachtelung des reellen Exponenten liefert daher eine ge- 
nauere Einschachtelung der zugehörigen Potenz. Auf eine formale Darstel- 
lung dieser Vorgehensweise wird an dieser Stelle verzichtet. Für Potenzen 
mit reellen Exponenten gelten die selben Rechenregeln wie für Potenzen mit 
rationalen Exponenten. 

Potenzen mit reellen Exponenten 
Für o, 6 > 0 und x, ?/ G M gilt 




p = 3,141 59 < TT < 3,141 60 = q, 




*Vgl. 22^Bisektionsverfahren zur Näherung von \/2. 
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3. Elementare Rechenoperationen 



3.4 Logarithmen 

Wie bereits erwähnt, ist das Logarithmieren wie das Wurzelziehen eine Um- 
kehrung des Potenzierens. Während beim Wurzelziehen der Exponent als 
gegeben angenommen und die Basis der Potenz gesucht wird, die zum Wert 
a führt, wird beim Logarithmieren die Basis als fix angenommen und der 
Exponent gesucht, der zum Wert a führt. Hierbei wird grundsätzlich ange- 
nommen, dass a eine positive Zahl ist. 



Definition Logarithmus Seien a, 6 > 0 mit 6^1. 

Die eindeutig bestimmte Zahl a; G M mit = a heißt Logarithmus von a zur Basis 
b. Sie wird mit x = logj(a) bezeichnet. 



Beispiele 

(i) log2(512) = 9, da 2^ = 512 

(ii) log7(343) = 3, da = 343 



(iii) logio(lOOO) = 3, da 10 3 = 1000 

(iv) log3(9) = 2, da 3^=9 ◄ 



Bezeichnung Natürlicher und dekadischer Logarithmus Für die Basen 10 und 
e = 2,71828 . . . werden spezielle Bezeichnungen und Notationen verwendet. 

— Für 5 = 10 wird die Notation log^Q = log = lg verwendet, lg heißt dekadischer 
Logarithmus. 

— Für b = e wird die Notation logg = ln verwendet, ln heißt natürlicher Logarith- 
mus. 

Die Wahl der Basis e für den Logarithmus mag zunächst künstlich erscheinen, 
sie erweist sich jedoch in vielen Anwendungen als äußerst nützlich. Daher ist 
der natürliche Logarithmus in der Regel auf Taschenrechnern als Operation 
verfügbar. Außerdem können 94^Logarithmen zu anderen Basen direkt mit 
dem natürlichen Logarithmus berechnet werden. 

In der obigen Definition wurde der Logarithmus nur für positive Zahlen a, b 
erklärt. Dies liegt darin begründet, dass die Gleichung b^ = a für negative 
Werte von a bzw. b i.Allg. keine Lösung x besitzt oder nicht erklärt ist. Der 
Fall b = 1 muss ausgeschlossen werden, da 1^ immer den Wert 1 hat, d.h. die 
Gleichung 1^ = a ist nur für a = 1 lösbar und in diesem Fall ist jede reelle 
Zahl X Lösung der Gleichung. 

Definitionsbereich des Logarithmus 

Der Logarithmus logj(a) ist nur für a,b > 0 mit b ^ 1 definiert. 



3.4 Logarithmen 
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Das folgende Beispiel zeigt, wie der Logarithmus einer Zahl näherungsweise 
ermittelt werden kann. 



Beispiele Bisektionsverfahren für Logarithmen Gesucht ist der Logarithmus 
log3(6), d.h. die Lösung der Gleichung 3^ = 6. 

Zunächst wird durch einen Widerspruch gezeigt, dass x keine rationale Zahl 
sein kann. Gäbe es nämlich eine rationale Lösung x, hätte x eine Darstellung 
als Bruch x = ^ mit Zahlen p S Z, g G N. Aus den 89^Potenzgesetzen folgt 
dann jedoch sofort 

3P/« = 6 3P = 6« ^ 3^ = 2« • 3“? ^ 3^"« = 2L 

Da g G N gilt, ist die rechte Seite stets eine gerade Zahl,* während die linke 
entweder ungerade (falls p > q) oder kleiner als Eins (falls p < q) ist. Daher 
können beide Seiten nicht übereinstimmen, und es gibt somit keine rationale 
Lösung der Gleichung. 

Mit dem 22^Bisektionsverfahren kann log3(6) nun näherungsweise bestimmt 
werden. Wegen 3^ = 3<6<9 = 3^ muss x G (1,2) gelten. Mittels der 
Intervallmitte z = 1,5 wird nun geprüft, in welchem Teilintervall (1, 1,5) bzw. 
(1,5, 2) die gesuchte Zahl liegt. Wegen 3^’^ = 5,196 . . . < 6 muss x größer als 
1,5 sein, d.h. x G (1,5,2). 

Eine Fortführung dieses Verfahrens liefert folgende Werte: 



Schritt 


Prüfstelle z 


3^ 




Intervall 


1 


1,5 


5,196.. 


< 6 


(1,5,2) 


2 


1,75 


6,838.. 


> 6 


(1,5,1,75) 


3 


1,625 


5,961.. 


< 6 


(1,625,1,75) 


4 


1,6875 


6,384.. 


> 6 


(1,625,1,6875) 


5 


1,65625 


6,169.. 


> 6 


(1,625,1,65625) 


6 


1,640625 


6,064.. 


> 6 


(1,625,1,640625) 


7 


1,6328125 


6,012.. 


> 6 


(1,625,1,6328125) 


8 


1,62890625 


5,986.. 


< 6 


(1,62890625,1,6328125) 



Dieses Verfahren wird fortgesetzt, bis eine vorgegebene Genauigkeit erreicht 
ist. Reichen z.B. drei Nachkommastellen der gesuchten Zahl aus, werden die 
Berechnungen fortgesetzt, bis die untere und obere Grenze des Intervalls auf 
den ersten drei Nachkommastellen übereinstimmen. Dies ist nach 13 Schritten 
der Fall, d.h. x G (1,6308 . . . , 1,6309 . . .) und somit x « 1,630.1 ◄ 

*und damit insbesondere größer als Eins. 

Der „exakte“ Wert ist log 3 ( 6 ) = 1,630929753 .... 
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3. Elementare Rechenoperationen 



Eigenschaften und Rechenregeln des Logarithmus 

Eigenschaften des Logarithmus 
Für a,b > 0 mit b ^ 1 gilt 

log,(l) = 0 , log,( 6 ) = l, = log,( 6 “) = a. 



Außerdem besitzt der Logarithmus noch folgende Eigenschaften, deren Nach- 
weise z.B. in Kamps et al. (2003) zu finden sind. 



Eigenschaften des Logaritlinms 
Für a, &, c > 0 mit c ^ 1 gilt 

- log^(ö) = ^ogjb) a = b 

— Für c > 1 gilt: Für 0 < c < 1 gilt: 



log^(a) < log^(ö) 



a < b 



logc(a) > log^(5) 



a < b 



log^(a) 



> 0 , 


falls a > 1 


1 


f> 0 , 


falls 0 < a < 1 


= 0 , 


falls a = 1 


logc(a) < 




falls a = 1 


< 0 , 


falls 0 < a < 1 


1 


[< 0 , 


falls a > 1 



Für Logarithmen gelten folgende Rechengesetze. 



Logarithmusgesetze 

Für a, &, c > 0 mit c ^ 1 gilt 



1 . log^(a • b) = log^(a) -E log^( 6 ) 

2 - löge (t) = loge(a) - loge(5) 

3 los- (b) - - MÜ. sofern n A 1 

■5- iog^i^oj - - i„(„) - ig(„), soiern a r 

4. loge(a*') = b ■ loge(a) 



Eigenschaft 3 eignet sich insbesondere, um einen Logarithmus zu einer belie- 
bigen Basis auf einem Taschenrechner auszuwerten. Üblicherweise sind dort 
lediglich der natürliche und der dekadische Logarithmus verfügbar. 



Beispiele Berechnung von Logarithmen auf Taschenrechnern Der Wert von 
log 3 ( 6 ) lässt sich mit einem Taschenrechner auf folgende Weise berechnen 



3.4 Logarithmen 
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(die Ergebnisse sind jeweils auf drei Nachkommastellen gerundet): 



logg (6) 



ln(6) 

ln(3) 



1,792 

1,099 



1,631, log3(6) 



lg(6) 

lg(3) 



0,778 

0,477 



1,631. ◄ 



Beispiele 

(i) logi2(144t;) = logi2(144) + logi2(f) = logi2(12^) + logi2(f) 

= 21ogi2(12) +logi2(w) = 2 + logi2(f) 



(ii) log7(84) - log7(12) = log7 (f|) = log7(7) = 1 



(iii) log32(1024) 



log2(1024) 

log2(32) 



log2(2^°) 

log2(2®) 



lQlog2(2) 

51og2(2) 



10 

5 



= 2 



(iv) log5(25^) = j ■ log5(25) = j • log 5 ( 52 ) = 2j 



(v) {-t) = - Hb) - ln(c) 



◄ 



Beispiele 

(i) 2 ln(x + 1) - ln(x2 - 1) = ln = ln (f^i) 

(ii) log2(8) + log2(8x) - log2(4a;) = 3 + log2 (ff) = 3 + log2(2) = 4 

(iii) logioo(a; + 1) = f lg(a: + 1) 

(iv) log 4 ( 2 "+i) = (x + 1) log 4 ( 2 ) = i(x + 1) ◄ 

Zum Ende dieses Abschnitts wird noch ein Zusammenhang zwischen Loga- 
rithmen und Potenzen notiert, der in vielen Fällen Anwendung findet. Er 
ergibt sich direkt aus den vorhergehenden Ergebnissen. 



Zusammenhang zwischen Potenzen zur Basis e und a 

Seien a > 0 mit a ^ 1 und e die Eulersche Zahl. Dann gilt für jede reelle Zahl 
X die Gleichung 



Der obige Zusammenhang kann auch für jede andere Basis 6 > 0 mit b ^ 1 
formuliert werden. In dieser Situation lautet die Formel 

= 5^'log,,(a)^ 
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3. Elementare Rechenoperationen 



3.5 Aufgaben 

lOO^L Aufgabe 3.1 Erweitern Sie folgende Brüche, und multiplizieren Sie jeweils 
Zähler und Nenner aus. Geben Sie die Werte der Variablen an, für die der 
resultierende Bruch definiert ist. 

(a) 5 mit 3 (c) |p- mit 2a?b (e) mit ac 

(b) f mit a (d) ^ mit (3 + c) (f) mit xy 

lOO^L Aufgabe 3.2 Kürzen Sie folgende Brüche. Geben Sie ggf. die Werte der 
Variablen an, für die der gegebene Bruch definiert ist. 



(a) 


64 

24 


(d) 


63a^b 

14a6^ 


(g) 


12xy—Ayz 

lQxz-\-d>xy 


(b) 


27a 


(e) 


25x— 5y 
Ibxy 


(b) 


3afc^-17afc^+39a^b' 


186 


ah'^ 


(c) 


54a^ 


(f) 




(W 


63a^b^-9ab 




24y2+40y^ 




ISäb+Tfä^ 



lOl^L Aufgabe 3.3 Kürzen Sie folgende Brüche, und verwenden Sie dabei ggf. die 
binomischen Formeln. Geben Sie ggf. die Werte der Variablen an, für die der 
gegebene Bruch definiert ist. 



(a) 


x^+2xy+y^ 


(d) 


2 2 


(g) 


40a;^-490K^ 


x+v 


Qx—Qy 


20x2 + 140x^+245^^ 


(b) 


a^— 2a6+6^ 


(e) 


27a^+36afc+12fc^ 


(h) 


32x^2+12Sxy2+128y^2 


2a— 2b 


9a^ + 12ab+46^ 


32x2+64x'y 


(c) 


7a^-14ab+7h^ 


(f) 


54a^-36ab+6b^ 




108a^c-192b^c 


CO 

1 


6a — 26 




54a2 c2 - 144abc2+96b2 



lOl^L Aufgabe 3.4 Addieren bzw. subtrahieren Sie folgende Brüche, und kürzen 
Sie dann soweit wie möglich. Geben Sie die Werte der Variablen an, für die 
der gegebene Term definiert ist. 



(a) 


2,4 

3^3 




(f) 


2,1 4 

a+1 3a+3 a+1 


(b) 


a 1 2 

5 10 




(g) 


2x 3y 1 xy 

x+1 y+1 (a;+l)(y+l) 


(c) 


2^7 




(b) 


3a 76 _|_ 2ab 

6ab 3a 4 


(d) 


i + i- 

2^4 


J_+ 3 
12 ~ 8 




X 1 V 


V) 


—x — 2y x+2y 


(e) 


3a 1 6a 


12a 


(j) 


2y 1-y 1 3x-2xy 


7 3 


21 


32+6 2+2 3x2+6x 



3.5 Aufgaben 
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Aufgabe 3.5 Addieren bzw. subtrahieren Sie folgende Brüche, und kürzen Sie 102^L 
dann soweit wie möglich. Verwenden Sie ggf. die binomischen Formeln. Geben 
Sie ggf. die Werte der Variablen an, für die der gegebene Term definiert ist. 

^ \ a^+7ab+4b^ ab /in 2a^+5ab _i_ 4b^ — 2ab / \ 3x 4{x—y) 

3a+6b a+2& 4(o+l) 8a+8 VI x-y x+y 



Aufgabe 3.6 Multiplizieren bzw. dividieren Sie folgende Brüche, und kürzen 



Sie dann soweit wie 


möglich. Geben Sie ggf. die 


Werte der Variablen an, für 


die der gegebene Term definiert ist. 








(a) 5 • i 


(e) 


3 ab^ 


18o 




3a: . 6a:^ . 21 


o2 9 


62 




4y ’ 2y^ ' 16xy 


(b) f •M 


(f) 


ah^ 2a+2 16 


(j) 


3y" . 6y" 


0+1 b'^ 


2oö 


3x+l ’ 12tc+4 


(c) f • I 


(g) 


40o6+10c 


o^ö^+c 

12o&+3c 


(k) 


2x — 7y . 6tc— 21y 


5y2+6z • 25y2z+30z2 


(d) 


(h) 


1 . 1 
2 ■ 4 




(1) 


35xy^ . 70x^y 
Sx—4y ■ 4x—2y 
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Aufgabe 3.7 Berechnen Sie folgende Brüche, und kürzen Sie dann soweit wie 
möglich. Verwenden Sie dabei ggf. die binomischen Formeln. Geben Sie ggf. 
die Werte der Variablen an, für die der gegebene Term definiert ist. 



(a) 


2 4 




(f) 


IGx^ —4xy^ 


4x^-\-2xy 


x-y x+y 




48x^ -\-48xy-\-'i-2y^ 


■ 12a: — 6y 


(b) 


Q 2 1 2 

3 a —b 

a—b 9 


2 

0+6 


(g) 


ax-\-ciy — bx—by 
ax-ay—bx-\-by 




(c) 


Q+& . y 

X ' 0+6 




(h) 


a b 

a + l b+1 








(d) 


x+v . x-y 


. 1 


a + fa 




x'^ — y^ ■ x-\-y 


x+y 




ab 1 b 






(e) 


2x^-\-4xy-\-2y^ 


. (x+y)^ 


(i) 


2a + 4 a + 2 




3a:2 — 6x+3 


x—1 




fa + 3 3b-9 
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Aufgabe 3.8 Schreiben Sie folgende Ausdrücke als Potenzen. Geben Sie ggf. 103^L 
die Werte der Variablen an, für die der gegebene Term definiert ist. 

(a) {x - y){x - y){x - y){x - y) (d) ^ 

(b) (e) {x + y)-^{x + yf{x + y)-‘^ 

1 ' (x+y)^ {x-y)'-^ 



(c) i-y) ■ {-af ■ (-a)3 
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3. Elementare Rechenoperationen 



104^L Aufgabe 3.9 Fassen Sie folgende Ausdrücke zusammen. Geben Sie ggf. die 
Werte der Variablen an, für die der gegebene Term definiert ist. 

(a) (b) {{-2fr (c) {a^bf (d) 

(e) {x - ir + 7{x - 1)4 - I2{x - 1)4 + 3(a; - 1)4 

(f) 13(a - 1)3 + 2(1 - af - 8(a - 1)^ + 2(1 - af 

104^L Aufgabe 3.10 Fassen Sie folgende Ausdrücke zusammen. Geben Sie ggf. die 
Werte der Variablen an, für die der gegebene Term definiert ist. 

(a) (c) b'^x~^y^ ■ 

(b) x'^yz^ ■ xy'^ + {2xyzf (d) (4(a;^?/^))3 — {{2xyfr 

(e) 16xt/2 • {2xf - 2^x^y^ + {8xf ■ x-^{xyf 

(f) -121a&3 - (Ha26)2 . {-2a~%) 



104^L Aufgabe 3.11 Fassen Sie folgende Ausdrücke zusammen, wobei m,n € Nq 
vorausgesetzt wird. Verwenden Sie ggf. die binomischen Formeln. Geben Sie 
ggf. die Werte der Variablen an, für die der gegebene Term definiert ist. 

(a) 2^ (d) 

(b) (e) 

(c) ^ ■ -Ä- (f) 






Ibxy 



. V+"^ a" 


(g) 


(2x+yf 


■ J b 


(4x2+4a:y+i/2)6 


t2 . (xy)^ 

) ■ 


(h) 


(16a^-366^)® 


(16a2-48a6+3662)3 


“+1 . (2x“) = 




{(x'^ +2x+l)(x-lfr 




v) 





105^L Aufgabe 3.12 Fassen Sie folgende Ausdrücke zusammen. Geben Sie ggf. die 
Werte der Variablen an, für die der gegebene Term definiert ist. 

(a) 2v^ - 5^3 + 12^3 - 4^3 (e) 

(b) 15VÖ& - 12VÖÖ + - 8VÖ& (f) V2-5-S-V^-V5 

(c) U^x - ^/Äx - (g) V^-VW-V2 

(d) 2f75y + \/27y — SfiSy (h) Vab ■ fa ■ \/b ■ V a^b'^ 



3.5 Aufgaben 
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Aufgabe 3.13 Fassen Sie folgende Ausdrücke zusammen. Verwenden Sie ggf. 
die binomischen Formeln. Geben Sie ggf. die Werte der Variablen an, für die 
der gegebene Term definiert ist. 



(a) VSÖöFiÄ : '/Ää? 



(e) 

y/(x-y){x+y) 



(b) Xy/mj -2y^ ■ 4.y/x 

(c) {y/x + y - y/y - z){y/x + y 

+ Vy- z) 



(f) 

(g) 




^9x — 9y 



\/x^-y'^ 

y/Sl(x+y) 

- i^Jx + y 



/ j \ \/q— yd> g+2 Vab+6 

^+^/b ' a-b 



(h) 



2x'^+4:xy+2y^ 



3xy^'b^ 

\/2(x+y) 
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Aufgabe 3.14 Fassen Sie folgende Ausdrücke zusammen. Verwenden Sie ggf. 
die binomischen Formeln. Geben Sie ggf. die Werte der Variablen an, für die 



der gegebene Term definiert ist. 

(a) 

(b) \A7^ 

(c) Vo3 



|'£\ ^ 



(d) Va^b ■ 



(h) 



a9-f)Vl6a262 



1 



(e) ^{x + lY ■ -^x+l 



/.X (3+5V^)^ 

y ^ 9-25o 



12-20y/ä 

36 - 1 - 120 100 ^ 



106^L 



Aufgabe 3.15 Formen Sie die folgenden Brüche so um, dass der Nenner 
keine Wurzeln mehr enthält, und vereinfachen Sie die Darstellung so weit 
wie möglich. Verwenden Sie ggf. die binomischen Formeln. Geben Sie ggf. die 
Werte der Variablen an, für die der gegebene Term definiert ist. 

2(V5-V3) 

V5+V3 



107^L 



(") 






(c) 



4 

~W2 



(d) 



28 

4+^2 



(e) 



Aufgabe 3.16 Berechnen Sie folgende Logarithmen. 

(a) log2(4) (b) log4(64) (c) log 2 (i) (d) log 4 ( 2 ) (e) log7(7’") 
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100 3. Elementare Rechenoperationen 



107^L 



107^L 



3.6 



96^A 



Aufgabe 3.17 Fassen Sie folgende Ausdrücke zusammen. Geben Sie ggf. die 
Werte der Variablen an, für die der gegebene Term definiert ist. 

(a) log,^(3) +log,,(4) (b) logj^(lO) -logj^(5) (c) log^(M) + log^2(u) 

(d) 21og,(4) + log, (4) - 31ogj2) + 2 log, (5) 

(e) ilog„(a;) - ilog„(a;3) + 21og„(x) - \log^{x^) 

(f) 21og„(3a;) + log„(3a;) +41og„(2a;) - ilog„(64a;2) 



Aufgabe 3.18 Schreiben Sie folgende Ausdrücke als Summe, 
(a) ln 

(c) lg ^3 \J2 \/ mit a,b,c> 0 



(b) ln niit a,b,c,d> 0 



3.6 Lösungen 



Lösung 3.1 

('a'l i = lA = 3 
y I 2 2-3 6 

(b) f = 1^, a V 0 



(c) = = 

(b) ^ a6-(3+c) ' = 3ab+abc ’ ^ / 0, C 7 t — 3 

(e) ^ = t±^ = fe^,a7^0,c^{0,4} 

(f) x,y^0,x^±y 



Lösung 3.2 



('a'l 


64 _ 


8-8 _ 8 






24 


3-8 3 




(b) 


27a 
186 “ 


3a-9 3a i / 

■ 2b-9 ~ 2b ’ ^ / 


0 


(c) 


54g3 

a^ 


- 54 -g^ — M 
a-a^ a ’ 


/o 


(d) 


63a^6 

1406^ 


9a-7ab 9a 

2b-7ab 2b ’ 


a, & A 0 


(e) 


25x — 5y 5-(5x — y) 

15xy 5-3xy 





96^A 



3.6 Lösungen 
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/r\ 56x^y-iexy^ _ (7x‘^ -2xy)-Sy _ 7x^-2xy .. fi fr) _ 3 1 
24yz+4,0y2 (3z+5y)-8y 3z+5y ’ ^ 1^’ 5 J 

/ \ 12a;M-4wz _ 4-y(3a;-z) _ y(3x-z) _ 3xy-yz _ ^ ri , ^ _n 

V®/ 16xz + 8xy 4'x(4z+2y) x(4z+2y) 4xz-\-2xy ’ / 5 i/ / 



(h) 



3a6^-17ab^+39g3b^ 



a6^.(36^-17+39a) 



30^-17 + 39a, a,fc/0 



/•\ 63a^b^-9ab _ {7ab-l)-9ab _ 7ab-l f, L / -2 

IV 18tt6+27g2(,2 {2+3a6)'9ab 2+3ab > “> “ 7^ “ 7^ 3a 



Lösung 3.3 



(b) 



^-2ab+b^ _ (a-by _ g-b 

2a-2b 2(a-b) 2 



, a 7^ 6 



/ \ 7a^-14ab+7b^ _ 7(a-b)(a-b) _ 7{a-b) ^ / t 

3(a-6) “ 3(a-b) ~ 3 ’ “ 7= 



(d) ^ ^ ^ ^ 

^ 7 DT— oy o(t — yj b ' / c? 

\ 27a^+36a6+12b^ _ 3(9a^ + 12g6+463 ) _ 3(3a+2b)^ _ q „ ^ _2/i 

1^1 9o2 + 12a6+462 9a2 + 12a!)+4b2 (3o+2b)2 '4, a 

(f) = ''% 3 !-bf ^ = 'Itlrrf = 3(3a -b),b^ 3a 

/ N 40a3_490„2 ^ 10(4a;3_49y2) ^ 5-2(23:-7i/)(23:+7K) ^ 2(23!-7y) _ / _7 

l&l 2Öä^+T4Ö7ä+245p' 5p7^+287ä+49ä^ 5(2a+7i;)2 2x+7y > 7^ 2 » 

/I \ 323:3^-1-1283; i;z + 128y^z _ 323(3:3-143^+4^3) _ z(3+2y)3 _ z(x + 2y) + fn _0,,1 

320^+6477 32x(x+2y) x(x+2y) x i 5= l'J; ^ä/J 

/•) 108a3e-192b3e _ 12c(9g3 - 16&3 ) _ 2-6c(3g-4b)(3g+4b) _ 2(3a+4b) 

1 1 54a^ — 144gbc^ +96b^ 6c3 {9g3 — 24gb+16b3 ) c-6c(3a — 4b)(3g— 4b) c(3g— 4b) ’ 

C 7 ^ 0, a / 



96^A 



Lösung 3.4 



96^A 



(a) 


1 + 


4 

3 ~ 


2+4 
3 ■ 


6 

3 ■ 


= 2 












(b) 


t+ 


2 

10 “ 


= 1 + 


1 

5 “ 


a + 1 

5 












(c) 


1 + 


1 

7 ~ 


^ + 


2 

14 “ 


9 

’ 14 












(d) 


1 + 


1 

4 


Ä + 


3 _ 
8 


12 , 
24 ~ 


6 

24 


_ A + A 

24 ~ 24 


_ 25 
24 






('n'l 


3a 1 


6a 


12a 


9a 1 42a 


12o 39a 


13a 






7 


3 


21 


21 ~ 


21 


21 21 


7 




ff'l 


2 




1 


4 




6 


_L 1 




12 


5 




a+1 


' 3a+3 


a + 1 


3( 


a+1) ' 3(a+l) 


3{g+l) 


3(g+l) ’ ' 


('rr'l 


2t 


3h 




xy 






2x{y + f) 


3y(x 


+1) , 


xy 


IS; 


T + 1 


H+1 ' (3;+l)(!/+l) 


(: 


■; + l)(!/ + l) 


(y + l)(x + l) ' ( 


g: + l)(!/ + l) 



a 7 ^ —1 



(3; + l)(i/ + l)’ 7^ 1 



2xy4-2x — 3xy—3y-\-xy 

~ (a;+i)(y+i) 



102 



3. Elementare Rechenoperationen 



97^A 



97^A 



l'li'l -22. _ 22 222 = -32 l _ 141)^ I 3a^6^ _ 3a-146^+3a^6^ 

' ' Qab 3a ' 4 6ab 6ab 6ab 6ab 



(i) - 



: 1 y— 

-2y ~ x + 2y 



-X _|_ y 
x + 2y x + 2y 



- ^ -2J/ 



(j) 



2y 1 — y 

3z+6 2+2 



Sxy 

3x(z+2) 



I 3a: — 2a;y 
3a:2+6a: 



2xy 

3aj(z+2) 



z+2 ’ 



2 7^ —2, X 7^ 0 



3a:(l — y) , 3ai — 2a:y 2a;y — 3a;+3a;y+3a: — 2a:y 

3a:(2+2) 3a:(2+2) 3x(z+2) 



Lösung 3.5 



/ \ a^+7ab+4b^ _ ab _ a^+Tab+Ab^ _ 3ab _ a^+4a6+4b^ _ (a+2b)^ _ g+2b 

3a+66 a+26 3(a+26) 3(a+2&) 3{a+26) 3(a+2ö) 3 ’ 

a 7^ — 2 b 

/IX 2a^+5ab i 46^ —2ab 2a^+5ab i 26^ —ab 2a^+4ab+2b^ (a + b)^ / -i 

4(a+l) 8a+8 ~ 4{a+l) 4(a + l) ~ 4(a+l) ~ 2(a+l) ’ “ / 



(c) 



4(x-y) 3x(a: + y) 



x-y x+y {x — y)(x+y) 



4(x-y)(rc — y) 
(a: + y)(a:-y) 



3x^+3a:y — (4a:^ — 8a:y + 4y^) 
(x+y)(x-y) 



1 1 
2 ' 4 



Lösung 3.6 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

(f) 

(g) 

(h) 

(i) 

(j) 

(k) 



1-1 

2-4 



10 5 2 


10-5-2 


100 


7 3 3 


7-3-3 


63 


a 3 3-a 3a 

b b b-b 


bjZQ 


3 4b^ 

12b ‘ 6 


_ 1 b _ 
1 ‘ 6 


= |, MO 


3 a6^ 

^ ■ 9 ■ 


18a _ 3 
~ 1 


1 18 _3 1 
9 1 1 1 1 


a6^ 2a + 2 16 


1 2(a-|-l) 16 1 


a + 1 b^ 


2ab 


a+1 1 2b 1 


40ab+10c 


a^b^+c 


10(4ab+c) a^b^+c 


a-^ c-^ 


12ab+3c 


a^c^ 3(4ab+c) 



2 8 
1 ' b 



= ¥, a ^ - 1 , a,b 0 



1 . 1 
2 ’ 4 



1 4 4 9 

2 ■ 1 ~ 2 ~ ^ 



^ . 6x^ . 21 — ^ . 16a;y _ i . ^ 

4y ’ 2y^ * 16a:y 4y 6a:^ 21 1 



3a'^c 



— — r 7/ ^ 0 

1 21 21 ’ 4') y 7^ ^ 



— . 4(3x-H) _ 1_ , 4 _ 2 J. ^ _1 y ^ n 

3 a:-|-l • 12 x +4 3 x+l 6 y^ 3 x+l 2 12 ^ , y y- KJ 



3y^ 



6y^ _ 3y^ 



12i!-t4 _ 



2x — 7y . 6a: — 21y 2x — 7y 25y^ z+30z^ 2x — 7y 5z(5y'^+6z) l^ 5z_ 5z_ 

Sy'-^+Gz ■ 25y'‘‘ z+30z'-‘ ~ 5y'-‘+6z ' 6a:-21j7 ^ 5y'‘‘+6z ' 3(2x-7y) ^ T ' ~ ^ 

¥=h, {0, - |j/^} 



X 



( 1 ) 



35xy^ . 70ar^y _ 35rcy^ 



8a: — 4y ’ 4a: — 2y 2(4a: — 2y) 70a:^y 



“-|•27 = ^>^/ 7 ^ 2 x , 21 , y /0 



3.6 Lösungen 



103 



Lösung 3.7 




(a) 


2 


4 


2 + 8 r - 


x—y 


x+y 


(x-y)(x+y) a; 2 _y 2 1 


(b) 


3 


2 u2 

a—b 


2 6 (a^— b^) 6 (« 


a — b 


9 


a + b 9 (a — b)(a + b) 9 (< 


(c) 


a+b , 


y 


a + b a+b (a + b)^ ^ 

X y xy ’ ^ 


X 


a + b 


(d) 


x+y 


. x — y 


1 x+y x + y X- 


X —y 


x+y 


x + y X‘^—y'‘^ x — y 


(e) 


2x"^ +4xy + 2y^ 


. (a;+y)^ 2 x^+ 4 a:y+ 2 y^ 


N 

CO 


•6a:+3 


a: — 1 Zx^ —Qx+Z 



9 (a^- 6 ^) 



{x + y){x — y){x — y) {x — y) 



±Vl = + r ^ + 7 / 



x — 1 2(a:+y)^ 

(cc+y)^ 3(a: — 1)^ 






3(rc-l) 



3(a; 



31 )’ ^ ^ {- 2 /^ 1 } 



(f) 



IQx^—Axy“^ . 4cc^+2a:y 16cc^— 4a:y^ 12a: — 6y 

48a:^+48a:y + 12y^ ' 12a: — 6y 48a:^+48a:y + 12y^ 4a:^+2a;y 

4a:(4a:^— y^) 6(2a: — y) Ax{2x-y){2x-\-y) 6(2a: — y) 

12(4a;2+4a:y + y2) 2a:(2a:+y) 12(2a: + y)2 2x{2x-\-y) 

= (ilrf) ’ V ^ =*=2a;, a: 7 ^ 0 



/ N ax + ay-bx-by _ a(x + y)-b(x+y) _ (a-b)(x+y) _ x + y „ ^ u r 7/ 
n.a: — 0.7/ — f>a:-l-h7/ a( x — u^ — hf x — u) (a — h'ifx — ii) .t — ?/ ’ '5 / iJ 

(h) 



aa: — ay — ba: + 6y a(a: — y) — 6(a: — y) (a — 6)(a: — y) x — y 

b 

1 / 

a+l)(b+l) 



g +1 



3 R 



V (“ 



^ — — 



a — b 



(i) 



(a + l)(6+l) a — b 

ab I b 
2q+ 4 g + 2 



(a + l)(6+l) y a — b 

b 

(a + l)(b+l) 



(a + l)(b+l) a — b 



a+b _ 0+6 _ 0+6 ^ ^ ^ 



ab+a + b+1 ’ 



2(g + 2) 2(g+2) 



gb+2b 
2(0 + 2 ) 



o ab 3a(6-3) a6(6 + 3) 3a(6-3) - a6(6 + 3) 

6+3 — 36^9 3(6 + 3)(6-3) 3(b+3)(6-3) 3(6 + 3)(6-3) 

_ o6+26 ^ 3(6+3)(6-3) _ 6(o+2) ^ 3(6^-9) _ 6 

2(o+2) 3o(6— 3) — 06 ( 6 + 3 ) 2 ( 0 + 2 ) 3o6— 9o— o62 — 3o6 2 

_ 36(6^ -9) _ 36^-276 „ + fn _9\ (,^4-9 

(-2o)(62+9) 18o+2o62 i “ ? 1^, 2!}, 0 7t ±C) 



3(6^-9) 

-0(62+9) 



97 ^A 



Lösung 3.8 

(a) {x - y){x - y){x - y){x - y) = (x - yf 

(b) = = 

(c) (— a^) • (— a)^ • (— 

/J\ =^y -xy"^ xy(-x)y^x'^(-y) x'^y* 6 a:« \ 4 _ 

Idj — ■ i - (-z)z‘iz - ^ 73 - - - — j , 2 

(e) {x + y)~^{x + yf{x + y)~^ = {x + = (x + yf, 



7^0 

x^-y 



(f) (^-y) ^ (^+y) ^ 1 1 1 1 

v ) (a;+j/)2 (x-y)'-^ (x-y)(x + y)'-‘ (x-y)'^ (x+y)'-‘ (x-y)^+^ (x + y)‘^+^ (x-y)^(x+y)^ 

[(^-y)(x+y)]* ^ (i:2_y2)4 I 7 ; 7 ^ ±J/ 



97 ^A 



104 3. Elementare Rechenoperationen 



98^A Lösung 3.9 

(a) {ay = a^-^ = a^ 

(b) ((-2)^)-^ = (-2)^"‘ = (-2)® = 2® = 256 

(c) {a^bf = {a^b^ = 

(d) = (ffi)' = = (-If = -1, * 7^ 1 

(e) {x-lf + 7{x-lf -12{x-l)'^ + 3{x-l)‘^ = (1 + 7- 12 + 3)(a;- 1)^ = 

(f) 13(a-l)® + 2(l-a)®-8(a-l)® + 2(l-a)® = (13 - 8)(a - 1)® + (2 + 2)(1 - a)® 
= 5(a - 1)® + 4(-(a - 1))® = 5(a - 1)® - 4(a - 1)® = (a - 1)® 

98^A Lösung 3.10 

(a) 2®a®&® • 7®c® = {2ab ■ 7cf = {Uabcf 

(b) x^yz^ ■ xy^ + (2xyz)^ = x^y^z^ + 8{xyz)^ = 9{xyz)^ 

(c) 5^x-^y^ ■ 5-\^y-^ = ^ ^ :cy, x,y ^ 0 

alternativ: 5^x~^y^ ■ 5~^x‘^y~^ = 5^5~^x~^x^y~^y^ = xy 

(d) {A{x^y^)f - {{2xyff = {{2xyff ~ {2xyf^ = {2xyf - {2xyf = 0 

(e) 16a;t/^-(2a;)^ — 2®a;®j/^ + (8a;)^-a;“^-(a;y)^ = 16*2/^ • 4a;^ — 32a:® +64a;^®“^a;^t/^ 

= 64a;®2/^ — S2x^y^ + 64a:® = 96a;® j/®, x ^ 0 

(f) -121a&® - (lla®&)2 • (-2a“®&) = -121a&® - ll^a^ö^ . (^_2a~%) 

= -121a&® + 121 • 2a'‘"®&®+® = -121a&® + 242a&® = 121a&®, a 7^ 0 



98^A 



Lösung 3.11 



(a) 



2a‘‘+” 



g*+’‘ 

18 



(b) S = a;"+"y-(®-"‘) = x^+^y^~\ y / 0 



( ^\ a'^b'"^ a'^a'^b^b^ 1 „ i. / r\ 

3 ■ a3+^&2 + m — ^^3+ni,2+m ~ ^^3+nf,2 + m ~ 3 ? ^ ^ 






^3+n^2+r, 



(d) (fr : 



7^ 77 



i,a^7 + nf, 



a^+"b" 

TTTtrp- 



= b” 



a,b 0 



(e) : (2^ = ip^ . ^ = ixyf-z^-^-, x,y,z^0 



(f) 



( 2 ^)^ (xy)-^ 

4x^+^ . (2x^)^ _ 4x°- 5y°‘ _ 



15xy°‘ 



5yO- 



I5a“-1 ■ 



x,y >0 



( \ i7x + y)^ _ ((2x+y)^)- _ 1 _ 1 / 

1^1 (4x‘^ +4xy-\-y‘^)*^ (( 2 x+y) 2 )ö ((2x+y)-^)-^ (2x-\-y)^ ’ ^ / V 



_ ((2x+y) + * _ 



3.6 Lösungen 
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CVil (16a^-36b^f _ ((4a-6b)(4a + 6b)f _ (4a-6bf (4a + 6bf _ / , ^6 „ / 

(16a^-48a6+366^)-i ((4o-66)^)4 (4a-6fj)“ ® ' 

{(x^+2x + l)(x-l)^)’^ _ ((a; + l)2(3;-l)2)^ _ + (2;_l)6 _ ^ ^ 

(a;^-!)“ ~ [(a;-l)(a; + l)]ß ~ (a:-!)“ (a; + l)“ ^ -*-i * 7^ 



Lösung 3.12 98^A 

(a) 2^3 - 5^3 + 12^3 - 4^3 = (2 - 5 + 12 - 4)^3 = 5^3 

(b) 15\/ä& — 12\/ä& + 6y/ab — 8\/ä6 = (15 — 12 + 6 — 8)\/ä6 = %/Ö6, ab > 0 

(c) 12^0; — = 12y^ — \/4v^ “ = (12 — 2 — l)^/* = 9-^2;, a; > 0 

(d) 2V7% + ^27^-3V4% = 2V%y^+ V%V9-3V3yVT6 

= 10V% + - 12^% = V3y, y>0 

(e) 73^ • 73^ = ^(3- 7) (3- 7) = ^(3 • 7)2 = 3-7 = 21 

alternativ: ■ TFT = ^21 • v/2l = (V^f = 21 

(f) V2 • 5 • 3 • ■ VE = V2 • 5 • 3 • 2 • 3 • 5 = a/(2 • 3 • 5)2 = 2 • 3 • 5 = 30 

(g) v^ ■ vw ■ V2 = y2irT(r2 = vüö = 20 

(h) Vab ■ Vä ■ Vb ■ VäFtP = V ab ■ ab ■ V (ab)'^ = V {abV ■ V {abV = (^V 

= (abV, a,b > 0 



Lösung 3.13 

(a) VMä^ : V4Ö2 = ^(3604^X7(40^ = = 3|a|&X a / 0 



(b) Xy/mj-2y^-4Vx = Sxy^xy -y-x = 8xyV(xyV = &xy-xy = 8x^t/^, x,y>0 

(c) iVx + y-Vy - ViVx + y + Vy- z) = ^x + y^ -^/y-z^ = {x + y)-{y-z) 
= X + z, X > —y, y > z 

/ a\ y/ä—Vb g+2-v4älä+b %/q— vH +2^/äVb+Vb‘^ y/ä—\4> ( Vä+ -/b)^ .. 

VS+Vb ■ a-b - ys:+v7 ■ ^-Vb^ “ ^/5:+^/6 ' (v^-yS)(v^+V^) ^ ’ 

a,b > 0, a ^ b 

/g'i 3V45 4^/5 _ 3VSV9 _ 4VS _ 9^/5-4V5 _ 5V5 ^2 ^ 2 

^ a;2_j,2 (a;-;/) (ai+j/) x^-y^ x^-y^ ^ -y2 ^ -y3 ’ 



/-f-, -y/ x^-y^ _ le^/srrjj -y/ (a;-M)(a; + M) _ 16^/grr^ 

^ 9 y^SlöTT) ® V^V^+V 9 



/cc — yy/cc + y 
Qy/r + y 



16\/ai — y 

~ 9 



^ = MS = |y^, o:-j/>0, a: + i/>0 



(g) _ 

Vö.: V9a;-9y V y V y 

= 4^F+7 - 37F+7 = Vx + y, x-y>0, x + y>0 



99^A 



3y/F+7 



to|co 
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99^A 



Ch') ^ 3 h°+^ , 3xy‘^+^ ^ 3»°+^ , 3xm°+^ « > 0 

' ^2x'^+ixy + 2y'^ V2{x+y) ^ 2(x^y)‘^ sfi{xJrv) \/2\x + y\ ' s/2{x+y)’ ^ 

Für \x + y\ werden zwei Fälle unterschieden: 

(T> r -e 7 / ^ n- = + ^ , 37 : 1 ;°+^ ^ 3H‘* + 3+37:i;°+^ ^ 3y«- + ^{y + x) ^ 3y«- + ^ 

^ ' V2(x + y) \/2{x + y) V2(x + y) V2(x+y) \/2 



@ X + y < 0: = 



377**+^ I 3a; 7 ;°+^ 
— V2(x + y) ^/2(x + y) 



3y‘^ + '^(x-y) 
V^(x+y) 



Lösung 3.14 

(a) (^)® = (-J/23)® = 2® =32 

(b) V'/öÄ = \J y/{a^Y = Vä? = |a| 

(c) = (a®)i = aÄ = ai — a> 0 



(d) Va^b- ^ = {aH ■ = {a^)hi{b^)i = \a\hhi = \a\ibi 

= ^/\ä\Vb, b>0 

(e) ^{x + 1)® • v^a; + 1 = {/(a; + l)®(a: + 1) = {/(a; + 1)^, a: > — 1 

(f) 



(g) 




x"^ -X -a: ^ 



I — W~ 

3 .-u 9 



(h) 



y-^-y 



~1 — W 

X 4 -x 24 



= xy, x,y > 0 



■ a>0, 

a? 7 ^ 4b|6|. Für fe > 0 vereinfacht sich dies wegen b — |&| zu 



Va^ —b-Vl6a^b‘^ 



a -4b^ . 1 

0,3 -h-4\ab\ \/a^ 



— 4ab| b| \/a^ —4b\b\ 



/ß (3+5^)^ _ 12-2Qy/E ^ (3+5y^)^ _ 4(3-5y^) 

1 1 9-25a .^36+120v^+100a 32-(5Vä)^ 2.^32+2-3-5v^+(5v^)2 

(3+5\/a)^ ^ 4(3— 5\/a) (jO 2(3-\-5^/a) cy ^ ^ n 77 -2- 

(3+5Vä)(3-5Vä') 2^(3+s\/ä)3 3+Sy'ä ’ — ’ '2.3 

Hierbei ist zu beachten, dass wegen 3+5-yä > 0 die folgende, in (*) verwendete 
Beziehung gilt: 



2 = |3 + Sy^l = 3 + Syä. 
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Lösung 3.15 



(a) ^ = 



a^/a 

sfäsfä 



o.\fä 

a 



x/ä, a > 0 






5\/ab 5 %/ ab 



\/ ab \/ ab\/ ab 



ab > 0 



(c) 



423 



171 



r = ^ = 2^ 



(d) 



28 

4+72 



28(4-72) 

(4+72)(4-T2) 



= = 28(4-72) = 2(4 - 72) = 8 - 272 



(e) 



2(75-73) _ 2 (75 -73) (75- 73) _ 2 ( 75^ - 27375+ 73^ ) _ 2(5-27355+3) 
75+73 “ (75+ 73) (75- 73) “ ~ 5-3 



8-2715 



Lösung 3.16 Es gilt für & > 0, & 7 1 und a > 0: logj,(a) = c 4==)> = a 

(a) log2(4) = 2 (c)log 2 (|) = -3 (e) logy)?’") = n 

(b) log4(64) = 3 (d) log4(2) = i 



Lösung 3.17 

(a) log^(3) + log^(4) = log^(3 • 4) = log^(12), x > 0, a; 7 1 

(b) logy(lO) - logy(5) = logy(^) = logy(2), 1 / > 0, y 7 1 

(c) log„(u) + log„ 2 (u) = log^(M) + = log^(u) + flog,, (7 = |log„(u), 

a, u > 0, a 7 1 

(d) 2 log, (4) + log, (4) - 3 log, (2) + 2 log, (5) 

= log, (47 + log6(4) - log ,(27 + log, (57 

= log, (16) + log, (4) - log, (8) + log, (25) = log,(^) + log, (4 • 25) 

= log, (2) + log,(100) = log,(2) + 21og,(10), a,6 > 0, a,ö 7 1 

(e) I log,(a;) - | log,(o;7 + 2 log,(a;) - \ log,(a:^) 

= log,(a:^) -log,(a;7 + log,(2:7 -log,(a;^) = log,(a;3a:-3a:2a;-7 = log,(a:), 

a, a: > 0, a 7 1 

(1) 2 log, (3a:) + log, (3a:) + 41og,(2x) - | log, (64x7 

= log,((3x)7 + log,(3x) + log,((2x)'‘) - log,(8x) = log, (9x^ • 3x • löx'^ • ^) 
= log,(54x®), o,x > 0, a 7 1 



Lösung 3.18 

(7 ln (V^ = = l(ln(l) -ln(5)) = -|ln(5) 



(b) ln = ln (^4^^ = ln (a^ci) - ln 

= ln(fl5 ) + ln(ci ) — (ln(&i ) + ln(d^ )) = | lu(a) + \ ln(c) — \ ln(ö) — | ln(d) 



99^A 



99^A 



lOO^A 



lOO^A 
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(c) lg 2 ^ = lg(3) + lg a^b^fäß^^ 
= lg(3) + i lg {2^^^hW?) = lg(3) + i (^lg(2) + lg 
= lg(3) + ilg(2) + i.i 



= lg(3) + i lg(2) + i (lg(a®) + lg(&) + lg(^^)) 

= lg(3) + \ lg(2) + ^ lg(a) + lg(&) + ^ Ig(act) 

= lg(3) + i lg(2) + ^ lg(a) + lg(&) + ^(lg(a) + Ig(c^)) 

= lg(3) + \ lg(2) + I lg(a) + lg(&) + lg(c) 



CoIm 




Kapitel 4 

Summen- und Produktzeichen 



4 Summen- und Produktzeichen 111 

4.1 Summenzeichen 111 

4.2 Produktzeichen 130 

4.3 Fakultäten und Binomialkoeffizienten 136 

4.4 Aufgaben 140 

4.5 Lösungen 143 



4.1 



Summenzeichen 



111 



4 Summen- und Produktzeichen 



4.1 Summenzeichen 

Das Summenzeichen ^ dient der Vereinfachung der Notation, wenn viele 
Zahlen gleicher Struktur summiert werden. Die Summe aller geraden Zahlen 
von 2 bis 20 kann beispielsweise durch Auflistung aller Summanden explizit 
angegeben werden 

2 + 4 + 6 + 8 + 10+12+14+16 + 18 + 20. 

Bei einer noch größeren Anzahl von Summanden wird diese Darstellung zu- 
nehmend unübersichtlich, so dass oft die abkürzende Schreibweise 2 + 4 + 6 + 
• • • + 20 verwendet wird. Durch die Angabe der ersten Summanden ist das 
Bildungsgesetz der Summanden erkennbar, die letzte Zahl legt das Summa- 
tionsende fest. 

Das Summenzeichen verwendet die selben Informationen zur Festlegung der 
Summe. Im obigen Beispiel ist der +te Summand das Doppelte 2i der Zahl i. 
Dieses Bildungsgesetz wird in die Summenzeichen-Schreibweise direkt aufge- 
nommen, wobei zusätzlich Summationsanfang und -ende angegeben werden: 

10 

^2i = 2- l + 2- 2 + 2- 3+ -- - + 2-10=2 + 4 + 6 + -- - + 20. 

i= 1 

Wesentlich bei der „Übersetzung“ des Symbols ist, dass beginnend beim An- 
fang (hier i = 1 mit Summand 2-1 = 2) die Zahlen 2i addiert werden bis 
der letzte Index (hier z = 10 mit Summand 2 • 10 = 20) erreicht ist. Der 
Index durchläuft dabei alle natürlichen Zahlen zwischen Summationsanfang 
und -ende. Die Summenzeichendarstellung besteht daher aus den Elementen 

Bildungsgesetz der Summanden (im Beispiel 2z), 

Summationsvariable mit Werten in N (im Beispiel i), 

Summationsanfang (im Beispiel z = 1) und 
Summationsende (im Beispiel z = 10). 

Diese kompakte Notation wird in der folgenden Bezeichnung eingeführt. 



Bezeichnung Summenzeichen Seien oi,...,a„ reelle Zahlen und n > 2 eine 
natürliche Zahl. Die Summe der Zahlen oi , . . . ,an wird bezeichnet mit 

n 

^ ^ = ai + ■ • • + 

*lies: Summe der Zahlen ai von i gleich 1 bis n. 
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Das Zeichen E (großes griechisches Sigma) wird Summenzeichen genannt. Die wei- 
teren Bestandteile der Notation können folgender Darstellung entnommen werden: 

obere Summationsgrenze 



n 

= 

Summationsindex 
untere Summationsgrenze 
Der Summationsindex heißt auch Laufindex.* 





B Beispiel^ 

(i) 1H-2H-3H-4H-5H-6 = ^ i 

i^l 

3 

(ii) 4 + 16 + 64 = 4^ + 42 + 4^ = ^ 4^ 

(iii) X; log2(f) = log2(l) + log2(2) = 0 -P 1 = 1 

(i-) E(j-rfT) = (i-i) + (^-i) + (i-l) = i-J = l 

2=1 ^ ' 



B 



Beispiele Arithmetisches Mittel, empirische Standardabweichung In der Sta- 
tistik wird das Summenzeichen in vielen Notationen verwendet. Beispiele 
sind das arithmetische Mittel x und die empirische Standardabweichung s 
von Messwerten xi, . . . ,Xn- 



1 

X = - Xi 

n 

2=1 



s — 




^(Xi-Xf. 

i=l 



Das arithmetische Mittel x beschreibt das Zentrum des Datensatzes xi, . . . , 
während die empirische Standardabweichung ein Maß für die Streuung 
der Messwerte um dieses Zentrum ist. 

Bei einer Verkehrskontrolle wurden folgende Geschwindigkeiten der ersten 
zehn gemessenen Fahrzeuge ermittelt: 



Fahrzeug Nr. i 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


Geschwindigkeit Xi 


55 


76 


47 


52 


49 


48 


50 


62 


47 


55 


*Die Summationsgrenzen beziehen sich auf 


den Laufindex und nicht auf das 


) Bildungs- 


gesetz der Summanden. 
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Daraus ergibt sich eine mittlere Geschwindigkeit dieser Fahrzeuge von 
1 1 

X = — ^ Xi = — (55 + 76 + 47 + • • • + 55) = 54,1. 

i—1 

Zur Berechnung der Streuung wird die quadratische Abweichung (xj — x)^ 
jedes Messwerts Xi vom arithmetischen Mittel x bestimmt: 

Fahrzeug Nr. i 12 3456789 10 

Abweichung (xi -x)^ 0,81 479,61 50,41 4,41 26,01 37,21 16,81 62,41 50,41 0,81 

Daraus ergibt sich schließlich 

s = y ^ (0,81 + 479,61 + • • • + 0,81) = v^72,89 « 8,54. ◄ 

Als Summationsgrenzen können auch beliebige ganze Zahlen eingesetzt wer- 
den. Für eine untere Summationsgrenze m G Z mit m kleiner oder gleich 
n — 1 G Z und reelle Zahlen am, ■ ■ ■ ,o-n wird das Summenzeichen definiert als 

n 

^ ^ — Oi m “t“ * * ■ “t“ On- 

i— m 

Die Zahl m gibt also den Index des ersten Summanden an. 

Die Summationsvariable kann beliebig bezeichnet werden (sofern kein Kon- 
flikt mit anderen Bezeichnungen vorliegt), d.h. es gilt etwa 

n n 

Ui — ^ ^ aj — ^ ^ Ufc ■ 
i—m k—m 




Beispiele 

5 

(i) 1 -h 2 -h 4 -h 8 -h 16 -h 32 = 2° -h 2^ -h 2^ -h 23 -h 2^ -h 2^ = 2^ 

1=0 



(ii) 3 -h 6 -h 9 -h 12 -h 15 -h 18 -h 21 = (3fc -h 3) = 3(fc -h 1) 

fe =0 fc =0 

(iii) J {-if = 2^ + 12 + + (-1)2 + (-2)2 = 4+1 + 0+1 + 4=10 

i =-2 



(iv) ^ x-’ = X° + X^ + x2 + x3 + x"* = 1 + X + x2 + x3 + X'^ 

J=0 
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n 

(v) I] 1 = 1 + • - + 1 = n 

n-mal 

n 

(vi) Z) 1 = 1 + ■ - + 1 = n+l ◄ 

(n+l)-mal 

Zur Vereinheitlichung der Notation werden noch einige Sonderfälle betrach- 
tet. Seien Om, ■ ■ ■ ,o,n wiederum reelle Zahlen und n , m ganze Zahlen. 

© Ist die untere Summationsgrenze gleich der oberen, bedeutet dies, dass 
die Summe nur aus einer Zahl (etwa aj) besteht 

3 

= aj. 

i=j 

© Ist die untere Summationsgrenze größer als die obere Summationsgrenze, 
wird das Ergebnis der Summe als Null definiert. Daher gilt z.B. 

1 n-l 

üi = 0 oder üi = 0. 

i—3 i—n 

Dies ist eine Vereinbarung, die in vielen Fällen nützlich ist und Fallunter- 
scheidungen überflüssig macht. Beispielsweise gilt somit 

5 9-2 

= y]^' = o, y](2f+i) = 2-(-2) + i = -3. 

i— 5 i— 50 i— — 2 

Die Notation lässt sich bzgl. der zu summierenden Zahlen weiter verallgemei- 
nern. Zu diesem Zweck seien I eine Teilmenge der ganzen Zahlen Z und a^, 
i G I, reelle Zahlen. Dann bezeichnet 

iei 

die Summe aller Zahlen at, deren Index i in der Menge I enthalten ist. i heißt 
Summationsindex, heißt Summand und I wird als Summationsmenge be- 
zeichnet. Für nicht endliche Indexmengen ist zu beachten, ob die zu bildende 
Summe sinnvoll ist. Diese Fragestellung wird in 321^Abschnitt 9.2 unter dem 
Thema Reihen behandelt. Für eine leere Indexmenge J = 0 wird 

g» = 0 



lies; Summe der Zahlen ai mit Index i aus der Menge I. 
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vereinbart. Für die Indexmenge I = {m, ...,n} mit einem m G Z kleiner 
oder gleich n G Z resultiert die bekannte Notation 

n 

^ Oi = ^ tti. 

i—m 



Beispiele 

(i) Für /= {2, 5, 7, 12, 15} gilt 

^ i = 2 + 5 + 7 + 12 + 15 = 41, ^ + x^°. 

iei iei 

(ii) Ist 7 = {fc I fc = 2n, n G Nj = {2, 4, 6, . . .} die Menge der geraden Zahlen, 
so gilt 

1 _ 1 1 1 _ 1 1 1 

^ ^ ^ ^ - 4 + Ye 36 ^ 

Rechenregeln für das Summenzeichen 

Seien oi, . . . , a„, &i, . . . , ö„, c, d reelle Zahlen und n eine natürliche Zahl. Für 
das Summenzeichen gelten folgende Rechenregeln: 

n k n 

1- ^az = ^az+ ^ üi mit 7 G {1, . . . , u} 

i—1 i—1 




2. ^(c- Oi) = c I 

n n n 

3. -\-bj) ^y^ aj + y^ bj 






n n n 

4. y~^(c ■ ai + d - bj) = cy^ üj + dy^ bj 
2=1 2=1 2=1 



Nachweis. 1. Sei zunächst k G {1, . . . , n — 1}. Durch Aufteilen der Summe in die 
ersten k Summanden und die verbleibenden n — k Summanden resultiert die 
gewünschte Rechenregel: 



^ ^ Cli — eil + • • • + ßfc + Ufc+l + • • • + 0,71 — ^ ^ Oi + ^ ^ Oi. 



i = l i = k-\-l 



1. Summe 



2. Summe 
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Die Regel ist auch für k = n richtig, da dann die zweite Summe per Definition 
Null gesetzt ist. 

12 5 12 

Beispiel X;* = l + 2 + 3-P4-P5-P6-P7-P8-P9-Pl0-Pll-Pl2=^i+X]j- 

i=l ' V ' ' < ' i=l i=6 

1. Summe 2. Summe 

2. Die Regel ergibt sich durch Ausklammern des Faktors c aus jedem Summanden: 

71 71 

y^(c ■ Ui) = ( c • Ul) H + ( C • an) = c • (ai H -P a„) = c'^at. 



Beispiel (3*) = 3-P6-P9-Pl2-Pl5-Pl8 = 3-(l-P2-P3-P4-P5-P6)=3X]*- 

i=l i=l 

3. Diese Vorschrift beruht auf dem Umsortieren der Summanden in einer (endli- 
chen) Summe: 



y^(ai -P &i) = ( Ol -P 6i) 



+ ( 02 + &2) 
H 

+ ( On + hn) 



71 71 



— ( 0-1 + • • • + O-n ) + {bl + • • • + bfi) — ^ ^ CLi + ^ ^ bi. 



i=l i=l 

Beispiel f: (i + i^) = (1 + 1) + (2 + 4) + (3 + 9) + (4 + 16) 

i=l 

= (1 -P 2 -P 3 + 4) + (1 + 4 -P 9 -P 16) = E * + E 

i=l i=l 

4. Das Ergebnis resultiert durch Kombination der vorstehenden Resultate: 

71 71 71 71 71 

y^(c ■ Oi -P d • bi) = ^(c • Oi) + -hi) = c - ^ Oi -P d • ^ bi. / 

i=l i=l i=l i=l i=l 

Die obigen Regeln gelten auch für Summen mit einem Summenzeichen der 

n 

Art E • 



Beispiele 

10 10 

(i) E 2 = 2 E 1 = 2(1 + • • • + 1) = 2 • 10 = 20 

i=l 1=1 ' ' 



10-mal 
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4 4 4 

(ii) X;(*-2)=E*-E2 = (0+1 + 2 + 3 + 4)-5-2=10-10 = 0 
2 = 0 2 = 0 2 = 0 



(iii) x:(2(*+i)-*2) = 2x:(*+i)- x:z2 = 2x:*+2x:i- 4*2 

2=1 2=1 2 = 1 2 = 1 2 = 1 2 = 1 

= 2(1 + 2 + 3) + 2 • 3 - (1 + 4 + 9) = 12 + 6 - 14 = 4 

100 100 100 100 

(iv) E (2* + 3) - E (5* - 3) - E (3 - 3z) = E [(2^ + 3) - (5z - 3) - (3 - 3z)] 

2=2 2=2 2=2 2=2 

100 100 

= E (2z + 3 - 5z + 3 - 3 + 3z) = E 3 = 99 • 3 = 297 
2=2 2 = 2 



20 20 20 20 20 
2 = 1 2=1 2=1 2 = 1 2 = 1 



20 20 

= E [*^ + 1 - - 3z^ + 3z - 1) - 3z^ + 3z] = E 2 = 20 • 2 = 40, wobei 

2=1 2=1 

die 139^Formel (z — 1)^ = — 3z^ + 3z — 1 benutzt wurde. 



10 10 9 r 9 

(vi) 3 E - 6 E * - 3 E *(z - 2) = 3 10^ - 2 • 10 + E - 2z - z(z - 2)) 

i=l i=l i=l L 



= 3 • (100 - 20 + 0) = 240 



=0 



In den beiden Summen mit Summationsobergrenze 10 wird jeweils der 
letzte Summand (z = 10) aus der Summenzeichen-Schreibweise heraus- 
genommen und separat aufgeführt. Anschließend haben alle Summen die 
selben Summationsunter- und obergrenzen und können in einer Summe 
zusammengefasst werden. ◄ 



Beispiele Linearität des arithmetischen Alittels Seien a, 6 G M und z/i, . . . , z/^ B 

ein linear transformierter Datensatz von xi, . . . , Xn, d.h. 

yi = axi + b, z G {1, . . . ,rz}. 

Das arithmetische Mittel y der Daten z/i, . . . , z/„ ist gegeben durch 

y = ax + h. 

Diese Linearitätseigenschaft beruht auf den llB^Rechenregeln für Summen: 

y = - Vi= -'y {axi + &) = a ~y^ Xi \ ^ - 'y b = ax b. ◄ 
n n \ n J n 

2 = 1 2=1 \ 2=1 / 2=1 

Beispiele Empirische Varianz, Die empirische Varianz ist definiert als (vgl. B 

n 

112^empirische Standardabweichung) die Summe = - ^ {xi — x)‘^. Mittels 

2 = 1 
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der obigen Regeln ergibt sich unter Beachtung der zweiten le^binomischen 
Formel eine alternative Berechnungsvorschrift: 



Indexverschiebung 

Gelegentlich ist es nützlich, die Summationsgrenzen zu verschieben. Das Ver- 
fahren beruht auf einer Darstellung der Art 



Durch Einsetzen der Summationsgrenzen wird deutlich, dass es sich in allen 
Fällen um die selbe Summe handelt. Eine solche Manipulation heißt Index- 
verschiebung. Allgemein kann eine Verschiebung um einen beliebigen Wert k 
nach unten bzw. nach oben erfolgen. Bei einer Verschiebung um k Einheiten 
nach unten ergibt sich 



bei einer Verschiebung um k Einheiten nach oben lautet das Resultat 




~ I / V ‘ 

i n n 




1 _ _ 1 

— 2x ■ — ^ Xi +— ■ nx^ = x“l — 2x^ + x^ 






◄ 



2 



4 




Für reelle Zahlen oi, . . . , a„ gilt z.B. 



n 



n— 1 



n+1 




n 



n —k 




i—1 —k 



n 



n +fc 




i—l -\-k 



Zusammenfassend ergibt sich für eine Indexverschiebung die folgende Regel. 
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Indexverschiebung 

1. Die obere und untere Summationsgrenze werden um den gleichen Wert k 
erniedrigt bzw. erhöht. 

2. Der Summationsindex i wird in der Summation bei jedem Auftreten durch 
i + k bzw. i — k ersetzt. Dabei ist insbesondere auf Minuszeichen vor 
dem Index i zu achten (1 — i wird zul — (i + /c) = 1 — i — k bzw. zu 
l — {i — k) = 1 — i + k). 



Analog wird bei 133^Produkten (Produktzeichen) und bei 321 ►unendlichen 
Summen (Reihen) verfahren. 



Beispiele 



(i) S (*“!)— (*+l— 1)— X)* — 0 + 1 + 2 + 3 — 6 

i=l i=l-l i=0 

10 8 8 8 

(ii) E(2*-3)-2E*-8= E(2(* + 2)-3)-2E*-8 

i—3 i—1 i—1 2=1 

= E(2* + l)- E(2i + 1) = 0 
2=1 2 = 1 

k k—2 

(iii) ^ = E 



2=2 



2=0 



n+1 

(iv) 2'^“^ = X; 2'" - X) 2^" = ^ 2^= + 2" - 2° - X; 2^= = 2" - 1 

k—l k—2 k—1 k—0 k—1 k—1 

n n n n n—1 

(v) («i “ «i-l) = S «i “ S Oi-1 = Z) “ S «i 

2 = 1 2 = 1 2 = 1 2=1 2=0 



n—1 n—1 

-yk cyk ok 



n— 1 



n—1 



n—1 



— ( Z ) ~ ( + Z ~ 



Derartige Summen werden als Teleskopsummen bezeichnet. Einsetzen 
von tti = 2* ergibt als direkte Anwendung dieser Regel 

n 

^(2z_2*-i) = 2”-l. 

2 = 1 

Daraus folgt auch das Resultat 

n n n n—1 

2” - 1 = ^(2* - 2*-i) = 2*”^(2 - 1) = XI = X 2*- ^ 



2=0 
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Spezielle Summen 

Seien oi, . . . , a„, c reelle Zahlen und n eine natürliche Zahl. 

1. Sind alle Oi gleich einem Wert c, d.h. gilt Oi = c für jedes i, lässt sich die 
Summe über alle schreiben als 

n n 

üi = c = c -|- • • • -P c = n ■ c. 

1=1 1=1 n-mal 

n 

Speziell für c = 1 ergibt sich ^ 1 = n, d.h. die Summe über 1 von i gleich 

2—1 

1 bis n entspricht der Anzahl der Summanden. Beginnt die Summation 
beim Index j {< n), resultiert die Identität 

n n 

Oi = c = (n - j + 1) • c. 
i=j i=j 



2 . 



Sind alle üi gleich ihrem Index i, d.h. gilt üi = i für jedes i, lässt sich die 
Summe über alle schreiben als 

n(n + 1) 

2 ■ 

1=1 i=l 

Die Summe heißt arithmetische Summe. Dieses Ergebnis wird nachstehend 
121^grafisch illustriert. 






3. Sind alle oi gleich dem Quadrat ihres Index i, d.h. gilt oi = für jedes i, 
lässt sich die Summe über alle oi schreiben als 



i=l i=l 



n{n + l)(2n + 1) 

6 



4. 



Sind alle oi gleich der i-ten Potenz einer Zahl c, die von 1 verschieden ist, 
d.h. gilt Oi = c* für jedes i mit c ^ 1, lässt sich die Summe über alle Oi 
schreiben als 



Wegen c° = 



o, = c* 



1 - 
1 — c 



c — 

1 — c 



2=1 2=1 

1 lautet die Summe über ao, ai, ■ - ■ , Un mit ao = 1 



H H c* = 

2=0 2=0 



1 - 
1 — c 



Diese Summe heißt geometrische Summe. 
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Nachweis. Der Nachweis dieser Eigenschaft beruht auf der Beziehung 



n n 






+1\ 



i = Q 1=0 



n n 



(*) 

n n+1 

i=0 i=0 i=0 i=l 

n n 



= c° + ^c -^c‘- 



n + 1 1 ‘ 

c = 1 — c 



n + 1 



i=l i=l 



Division beider Seiten durch 1 — c liefert das gewünschte Resultat. Alternativ 
kann direkt benutzt werden, dass (*) eine 119^ Teleskopsumme ist. + 



Beispiele 

(i) x:*(*-l)= ¥ = 140- 28 = 112 

2 = 1 2=1 2=1 



5 



(ii) E 
2 = 1 



2^ 






— rm i — 




32 



31 

32 



10 



(iii) E((*-3)"-2*) = = 



2=3 



2=0 



7 

E 
2 = 1 



i - ^ 2^+3 = J2 2 



2=0 



2=0 



7 g 

= 140 - 8 • x; 2* = 140 - 8 • ^ = 140 - 8 • 255 = -1 900 

i=0 

In (*) wird 0^ = 0 benutzt, d.h. der erste Summand ist gleich Null und 
kann daher weggelassen werden. ◄ 



Illustration einer Summenformel 

n , , 

Die Summenformel E * — — ~ ka’^'^ durch geometrische Überlegungen 

2=1 

veranschaulicht werden. Begonnen wird im ersten Schritt mit Rechtecken der 
Kantenlänge 1 und 1 (Einheitsquadrat), die aufeinander gestapelt werden 
und damit ein aufrecht stehendes Rechteck mit Kantenlänge 1 (unten) und 
2 (links) bilden (s. 122^Tabelle). Im zweiten Schritt werden dann jeweils ein 
Rechteck mit Kantenlängen 2 und 1 links und rechts angefügt, so dass ein 
Rechteck mit den Kantenlängen 3 (unten) und 2 (links) entsteht. Die nächsten 
Rechtecke haben Kantenlängen 1 und 3 und werden oben bzw. unten ange- 
legt. Dieses Verfahren wird - wie in der Tabelle angedeutet - fortgesetzt. Im 
n-ten Schritt werden jeweils Rechtecke mit Kantenlänge n oben/unten bzw. 
rechts/links angefügt. Durch Multiplikation der Kantenlängen des Rechtecks 
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n und n + 1 resultiert seine Fläche n(n + 1), die der Anzahl von Einheits- 
quadraten entspricht. Da im i-ten Schritt 2i Einheitsquadrate dazu kommen, 

n n 

liegen im n-ten Schritt insgesamt ^ (2i) = 2^i Quadrate vor, so dass die 

2—1 2—1 

obige Summenformel entsteht. Ein Beweis kann mit Hilfe der vollständigen 
Induktion (s. Kamps et al. (2003)) erfolgen. 



n 12 3 

n(n+l) , o f. 



Rechteck 



B 




Obere Kante 1 

Linke Kante 2 

Anzahl 

Einheitsquadrate ^ 

n 4 

n(n+l) 



3 

2 

6 

~ 

15 



3 

4 

12 

~ 

21 



Rechteck 



Obere Kante 
Linke Kante 
Anzahl 

Einheitsquadrate 



5 

4 

20 



5 

6 

30 



7 

6 

42 



Anwendungen des Summenzeichens in der Statistik 

Im Folgenden werden einige Anwendungsbereiche des Summenzeichens in der 
Statistik vorgestellt. Für detaillierte Informationen sei auf die Erläuterungen 
der Begriffe in Burkschat et al. (2004) bzw. im System EMILeA-stat verwie- 
sen. 



Beispiele Mittel Seien xi, ... ,Xn reelle Zahlen und n eine natürliche Zahl. 

21 

1. Wie bereits eingeführt, heißt die Summe ^ Xi dieser Zahlen dividiert 

2—1 

durch ihre Anzahl n arithmetisches Mittel 



n 
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n 

2. Sind pi, ... ,pn nicht-negative Zahlen mit Ä = ^ pi > 0, heißt 

Z = 1 




gewichtetes arithmetisches Mittel. Oft wird angenommen, dass die Ge- 

n 

wichte pi,...,pn die Bedingung S = X) K = 1 erfüllen, so dass das 

i=l 

gewichtete arithmetische Mittel in dieser Situation lautet 

n 

Xg = y^PiXj. 

2=1 



3. Sind xi, . . . ,Xn positiv, wird die Summe der Kehrwerte . . . , ^ 

2=1 

dieser Zahlen zur Definition des harmonischen Mittels verwendet: 



^harm 



1 

n 



- E ■ 

n : 
2=1 






Beispiele Häufigkeiten Das Summenzeichen erweist sich auch bei der Aus- 
wertung von lO^absoluten und IS^relativen Häufigkeiten als sehr nützlich. 
Seien /i, . . . , /„ relative Häufigkeiten von Ausprägungen xi, ... ,x„ {xi = i 
sei etwa die Jahrgangsstufe (zG {1,2, 3, •••,13}), und fi bezeichne den An- 
teil von Schülerinnen und Schülern in einer Stadt, die in dieser Jahrgangs- 

k 

stufe sind). Dann bezeichnet ^ fi den Anteil der Ausprägungen xi, . . . , 0 ;^, 

2 = 1 

k 

k G {1, . . . , nj. Bezogen auf das Schulbeispiel bedeutet dies, dass E /* den 

Anteil von Schülerinnen und Schülern beschreibt, die höchstens in Jahrgangs- 
stufe k sind. Wegen dieser „Anhäufung“ (Kumulierung) von Häufigkeiten 

k 

werden die Werte fi, k G {l,...,n|, auch als kumulierte Häufigkeiten 

i=l 

bezeichnet. A 

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung tritt das Summenzeichen als Normie- 
rungsbedingung für diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf. 



Bezeichnung Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung Seien n eine natürliche Zahl, 
O = {xi , . . . , Xn\ eine 43^Grundmenge und p\, . . . ,pn nicht-negativ. 

Dann heißt das n-Tupel (pi,...,p„) (diskrete) Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 

n 

il, falls Pi = 1 gilt. Die Zahl pi heißt Wahrscheinlichkeit von Xi. 

2=1 
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Die obigen Begriffe werden in der Praxis folgendermaßen interpretiert: Bei 
einem Zufallsexperiment sind die Ausgänge x\,...,Xn möglich, wobei das 

n 

Ergebnis Xi mit Wahrscheinlichkeit pi auftrete und ^ pi = 1 gelte. Andere 

i—1 

Ausgänge des Experiments treten nicht bzw. nur mit Wahrscheinlichkeit Null 
auf. 



Beispiele Einfacher Würfelwurf Der einfache Würfelwurf wird in der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung auf folgende Weise modelliert. Als Ergebnisse tre- 
ten die Ziffern (Augenzahlen) 1, • • • ,6 auf, die in der 43^Grundmenge ff = 
{!,..., 6} zusammengefasst werden. Bei Verwendung eines fairen Würfels 
wird angenommen, dass jede Seite mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftritt. 
Die Wahrscheinlichkeit pi beträgt somit für jede Seite i jeweils g, d.h. Pi = ^ 
für i £ Q. Damit ist (gjg,g 7 g,gjg) die zugehörige Wahrscheinlichkeitsver- 
teilung auf n. ◄ 

Eine wichtige diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die Gleichverteilung 
auf n verschiedenen Werten, die den einfachen Würfelwurf erweitert. Für n = 
2 resultiert ein Modell für den einfachen Münzwurf mit einer symmetrischen 
Münze und den Ergebnissen Kopf und Zahl. 



Bezeichnung Gleichverteilung Seien Xi,...^Xn verschiedene reelle Zahlen. Die 
(diskrete) Gleichverteilung auf dem Grundraum ff = {xi, . . . ,Xn} ist definiert 
durch das Tupel (pi, . . . ,p„) = (^, . . . ,i), d.h. die Wahrscheinlichkeit eines Er- 
gebnisses Xi hat jeweils den selben Wert pi = 



n n 

Wegen ^ > 0 und Pi ~ n ~ n ' ~ ^ erfüllt die diskrete Gleich- 

i—1 i—1 

Verteilung die Anforderung an eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Sie ist in 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung von Bedeutung, da mit ihrer Hilfe der so 
genannte Laplace-Raum eingeführt wird. Sie heißt deshalb auch Laplace- 
Verteilung. Die Wahrscheinlichkeit eines 43^Ereignisses (d.h. einer Menge 
von Ergebnissen) wird dann definiert als 

Anzahl günstiger Fälle 
Anzahl möglicher Fälle 

Bezeichnet A die Menge der günstigen Fälle, so gilt mit H als der Menge der 
möglichen Fälle die Rechenregel 



Wahrscheinlichkeit von A 



1^1 
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wobei |A| die 45^Mächtigkeit der Menge A ist. Das Berechnen einer Wahr- 
scheinlichkeit wird somit auf das Abzählen der günstigen Ergebnisse redu- 
ziert. 



Beispiele Beim einfachen Würfelwurf beträgt die Wahrscheinlichkeit, ei- 
ne gerade Zahl zu würfeln, j, denn die Menge der günstigen Ergebnisse 
A = {2,4,6} hat drei Elemente, die Menge der möglichen Ergebnisse fi = 
{1, ... ,6} hat sechs Elemente, d.h. = | = ^- Entsprechend hat das Er- 
eignis B mindestens eine Fünf zu würfeln die Wahrscheinlichkeit 

\B\ |{5,6|| 2 1 

\n\ 6 6 3' 

Für Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden Kenngrößen definiert, die Aus- 
sagen über den mittleren Ausgang eines Zufallsexperiments bzw. die Abwei- 
chung von diesem mittleren Ergebnis treffen. 



Bezeichnung Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung Seipi,...,p„ eine 
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den verschiedenen Zahlen xi, . . . , a;„. Dann heißt 
das gewichtete arithmetische Mittel der Ausgänge des Experiments 

n 

E = y^PiXj 

i=l 

Erwartungswert des Zufallsexperiments. Die Größen 



= '^^pi{xi — E)‘^ bzw. s = ^/v = 



2 = 1 



- Ef 



\ i=i 



heißen Varianz bzw. Standardabweichung und sind Maße für die Abweichung des 
Ausgangs vom Erwartungswert. 



Beispiele Fortsetzung Einfacher Würfelwurf Beim einfachen Würfelwurf be- 
rechnen sich die genannten Größen wie folgt: 

i. E = j: p,x, = i x: * = ^ ^ = i = 3,5. 

2=1 2=1 
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2. S = ^ 
Rechnung 




6 

— 3,5)^. Unter Berücksichtigung der 

2=1 



- 3 , 5)2 ^ ^(^2 _ 7 . ^ ^ ^ ,2 _ 7 ^ ^ ^ 2,25 

2=1 2=1 2=1 2=1 2=1 

= Si±l>£-i±i>- 7 . 52 ^ + 6 - 12,25 

= 91 - 147 -P 73,5 = 17,5 



resultieren die Varianz t; = i • 17,5 = 2,916 und die Standardabweichung 
s = x/2,916 « 1,708. 



Der mittlere Wert des Würfelwurfs ist somit 3,5, wobei eine Schwankungs- 
breite von 1,708 vorliegt. ◄ 



Doppelsummen 

Seien n, m natürliche Zahlen und aij 28^doppelindizierte reelle Zahlen, die 
in folgendem Schema (Matrix) angeordnet sind 



m Zeilen ■ 



Oll 


012 ■ 


■ ’ ^In 


021 


022 


(^2n 


Omi 


Om2 


^mn 



n Spalten 



Insgesamt liegen also n-m Zahlen vor. Dann wird die Summe aller Zahlen 
üij als DoppelsTimme bezeichnet, d.h. 

m n 

EE ßjj — Oll -p ■ ■ • -p amn- 

i=l j=l 

Entsprechend zur Definition des Summenzeichens sind Notationen der Art 
^ üij zu verstehen, wobei I eine aus Paaren (f, j) bestehende Indexmenge 
(id)ei 

ist. Ist die Indexmenge / aus dem Kontext klar, so wird auf ihre Angabe 
gelegentlich verzichtet und kurz ^ aij geschrieben. 
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Reclienregel für die Doppelsumme 

Seien n, m natürliche Zahlen und reelle Zahlen: 



Oll 


«12 


■ ■ 


«21 


«22 


Ö2n 




Um2 


^mn 



Dann gilt für die Doppelsumme 



E E“*7 = E E 






d.h. die Reihenfolge der Summation ist unerheblich. 

Es spielt also keine Rolle, ob die Zahlen zunächst zeilenweise summiert 

n 

werden, i.e., ^ a^- = an + • ■ ■ + üin, und dann die Summe über die Zei- 
lensummen gebildet wird, oder ob zunächst spaltenweise summiert wird, i.e., 

m 

Y] üij = aij + • • • + amji und dann die Summe über die Spaltensummen 

Z — 1 

gebildet wird. 



E 
1 ' 


1 


2 


j 


n 


Zeilen- 

summe 












n 


1 


Oll 


«12 


aij 


^In 


Y «D 

f=i 

n 


2 


«21 


«22 




«2» 


Y 02j 

f=l 












n 


% 


«il 


Ui2 


üij 




J = 1 












71 


m 


üml 


dm2 


■ ^mj 


• ^mn 


X/ ^TTlj 


Spalten- 

summe 


m 

Y a*i 
2-1 


m 

Y «*2 ■ 
2—1 


m 

2-1 


m 

2—1 


m n 

E E ay 

2-1 j-l 












71 771 

= E E 

j=i i=i 












Gesamtsumme 



Bei der Vertauschung der Summationsreihenfolge ist zu berücksichtigen, dass 
die Anzahlen von Summanden in jeder Zeile (= n) bzw. in jeder Spalte (= m) 
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gleich sein müssen. Bei gewissen Fragestellungen kann es verkommen, dass 
etwa in jeder Spalte unterschiedlich viele Einträge stehen, d.h. die Anzahl 
von Einträgen hängt von der Spaltennummer j ab. 



Oll oi2 • ■ • Oln 

021 022 ■ ■ • 02n 



Om22 



Omi 



1 



^rrinTi 



In dieser Situation kann die Summationsreihenfolge natürlich nicht vertauscht 
werden. Gibt es in der Spalte j insgesamt rrij Summanden, resultiert die 

rrij 

Spaltensumme ^ Oy . Die Gesamtsumme ist dann die Summe über diese 
2—1 

Spaltensummen 

n rrij 

i=l i=l 

Eine analoge Situation kann natürlich auch mit unterschiedlich vielen Ein- 
trägen pro Zeile vorliegen. Die Aussagen übertragen sich entsprechend. 



Beispiele 

1 3 1 

(i) S S = S (®i2 + Ois) = O02 + O03 “P Oi2 + O 13 
i—Qj—2 2=0 



(ii) E E = E 2i( E J I = E 2* • = 110 E * = 110 • 3 = 330 



2 10 

E E 

1=1 

10 k 



2 / 10 

E 

i=l \i=l 
10 



2 

E 

2=1 



2 

E 

2=1 



10 k 10 10 10 / 11 \ 

(iii) E E 2 ^ = E ^ = E 2 '=+^ - E 1 = 2 ( Vr) 

k—lj—0 k—1 k—1 k—1 ^ ' 



- 10 = 2^2 - 14 



>£=1 J=l 

= 4 082 



Bezeichnung Teilsummen bei Doppelsummen Seien n,m natürliche Zahlen und 
üij reelle Zahlen: 



Oll 


O12 


■ ■ <^ln 


021 


O22 


fl2n 


Omi 


Om2 


^mn 
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Dann werden für die Zeilen- und Spaltensummen im obigen Rechteckschema auch 
folgende Notationen verwendet: 

n 

— a-i, = für i ,m} 

j=i 

m 

a,j = Y. «if für j e {1, . . . , n} 

i=l 

m n 

In Analogie wird die Gesamtsumme mit a„ = X) S bezeichnet. Anstelle 

i=l j=l 

des Punktes (•) wird gelegentlich ein Plus (-f) verwendet, also a++, Oi+ bzw. 
a+j geschrieben. Bei 28^Mehrfachindizierungen mit mehr als zwei Indizes wird 
entsprechend verfahren. 



Beispiele Kontingenztafel Natürliche Zahlen S Nq, i G p}, j G 

g}, können als lO^absolute Häufigkeiten von Paaren {xi,yj) aufge- 
fasst werden. Die tabellarische Darstellung der wird in dieser Situation 
als Kontingenztafel bezeichnet. 





2/1 


2/2 ■ ■ • 


2/g 


Summe 


Xi 


nii 


ni2 • • • 


Tll, 


Tll. 


a;2 


U21 


7122 ■ • • 


772? 


712. 


Xp 




Tlp2 * * * 


'^pq 


Tip^ 


Summe 


n,i 


71,2 ■ ■ • 







Die Zahlen ni,, . . . , rip, bzw. n,i, . . . , n„j heißen absolute Randhäufigkeiten. 
Entsprechend wird für die zugehörigen IS^relativen Häufigkeiten fij = ^ 
verfahren, wobei n = n„. Für diese gilt insbesondere 



p q p q 



i=l j—1 i—1 3 = 1 



n 




Relative Randhäufigkeiten /i,, . . . , /p, bzw. /,i, . . . , f,q werden mittels der 
Vorschrift 




1 

n 







rij, 

n 



^•3 — ^ fi-j 

i=l 




2=1 



n 



•J 



n 



◄ 



gebildet. 
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Beispiele Partiiervermittlung Im Aufnahmeantrag einer Partner Vermittlung 
wird neben dem Geschlecht einer Person zusätzlich deren Augenfarbe ver- 
merkt. Die Auswertung von 14 Anträgen ergibt folgenden Datensatz, wobei 
der erste Eintrag das Geschlecht (männlich/ weiblich (m/w)) und der zweite 
die Augenfarbe (Blau (1), Grün (2), Braun (3)) angeben: 

(m,l) (m,2) (w,l) (m,2) (w,l) (w,3) (m,2) 

(m,l) (w,l) (m,3) (m,2) (w,2) (w,3) (m,l) 

Die Kontingenztafeln dieser Daten mit absoluten bzw. relativen Häufigkeiten 
sind gegeben durch 



4 

7 

3 

1 — ◄ 
1 



4.2 Produktzeichen 

In Analogie zur Verwendung des Summenzeichens E bei der kompakten Dar- 
stellung von Summen wird das Produktzeichen H bei Produkten eingesetzt. 





1 


2 


3 




m 


3 


4 


1 


8 


w 


3 


1 


2 


6 




6 


5 


3 


14 



12 3 



m 


3 


2 


1 


14 


7 


14 


w 


3 


1 


1 


14 


14 


7 



3 _5_ _3_ 

7 14 14 



Bezeichnung Produktzeichen Seien ai,...,a„ reelle Zahlen und n > 2 eine 
natürliche Zahl. Dann wird das Produkt der Zahlen oi, . . . , a„ bezeichnet mit 

n 

= Ol • ... • a„.* 

i=l 



Das Zeichen H (großes 433^griechisches Pi) wird Produktzeichen genannt. Die 
weiteren Bestandteile der Notation können folgender Darstellung entnommen wer- 
den: 






obere Grenze 

f-ter Faktor. 

Laufindex 




untere Grenze 



lies: Produkt der Zahlen von i gleich 1 bis n. 
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Für eine untere Grenze m G mit m kleiner oder gleich n — 1 G Z und reelle 
Zahlen am-, ■ ■ ■ ,o-n wird das Produktzeichen definiert als 

71 

Uz — Um * ■ • ■ * ön- 

i—m 

Die Zahl m bezeichnet also den Index des ersten Faktors. 

Zur Vereinheitlichung der Notation werden oft noch einige Sonderfälle be- 
trachtet. Seien a-m, ■ ■ ■ ,o-n wiederum reelle Zahlen und n, m ganze Zahlen. 

® Ist die untere Grenze gleich der oberen, bedeutet dies, dass das Produkt 
nur aus einer Zahl (etwa aj) besteht 

i 

= «J- 

i=j 



@ Ist die untere Grenze größer als die obere, wird das Ergebnis des Pro- 
dukts als Eins definiert. Daher gilt z.B. 

1 n-l 

Oi = 1 oder at = 1. 

i—3 i—n 

Für eine Indexmenge I und reelle Zahlen ai, i £ I, bezeichnet 

iei 

das Produkt aller Zahlen a^, deren Index i in der Menge I enthalten ist. i 
heißt Laufindex, heißt Faktor und I wird als Indexmenge bezeichnet. Für 
eine leere Indexmenge 7 = 0 wird 

= 1 

zG0 

vereinbart. Gilt I = {m , . . . ,n} mit einem m G Z kleiner oder gleich n G Z, 
resultiert die bekannte Notation 

n 

II“* ^ n 

i£l i—m 



lies: Produkt der Zahlen ai mit Index i aus der Menge I. 
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Rechenregelii für das Produktzeichen 

Seien oi a„,, &i c, d reelle Zahlen und n eine natürliche Zahl. Dann 
gelten die folgenden Rechenregeln für das Produktzeichen: 



n k n 

1- = Oi mit Ä: G {1, . . . ,n} 

i—1 i—1 



2 . 




3. J|(ai -bi)= [ 






ri'>. 



Nachweis. 1. Sei zunächst k G {1, . . . , n — 1}. Durch Aufteilen des Produkts in die 
ersten k Faktoren und die verbleibenden n—k Faktoren resultiert die gewünschte 
Rechenregel: 

di = dl • • dk ■ dk+i ' ' dn — 

^ v _ V 

1. Produkt 2. Produkt 

Die Regel ist auch für k = n richtig, da dann das zweite Produkt per Definition 
Eins gesetzt ist. 

12 

Beispiel H * = .1 ' 2 • 3 • 4 • 5 • 6 • 7 • 8 • 9 • 10 ■ 11 • 12 = 

1. Produkt 2. Produkt 

2. Die Regel ergibt sich durch Umsortieren der Faktoren: 

üi 

n-mal 



]^(c-ai) = ( c -ai)- . . . •( c -an) = ( c 



c )-(ai- 



.).<=" n 




n 




6 6 

Beispiel H (3i) = 3-6-9-12-15-18 = ( 3 -l- 3 -2- 3 -3- 3 -4- 3 -5- 3 -6) = 3® fl *• 

i=l i=l 

3. Diese Vorschrift beruht ebenfalls auf dem Umsortieren der Faktoren: 

n 

]^(oi • bi) = ( fli • bl) 

i=l 

■ { d2 ■ Ö 2 ) 



■ ( dn • bn') 

n n 

= ( Ul • . . . • Un ) • (Öl • . . . • &n) = ]^ • ]^ 

i=l i=l 
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4 

Beispiel H (* ' = (1 ■ 1) • (2 • 4) • (3 • 9) • (4 • 16) 

i=l 




(1 • 2 - 3 - 4) • (1 - 4- 9 - 16) 

/ 



n 

Die obigen Regeln gelten entsprechend für Produkte . 

i—m 



Beispiele B 

5 5 

(i) n (2i) = 2^ n i = 32 • (1 • 2 • 3 • 4 • 5) = 3 840 

5 

(ii) n 2* = 2^ • 2^ • 23 . 2^ . 2^ = 2 • 4 • 8 • 16 • 32 = 32 768. Alternativ gilt mit 

5 

5 ^2 

den 9l^Potenzgesetzen 2^ = 2^=i = 2^ = 2^^ = 32 768. 

4 

(iii) n (Sa:-’) = 3"* H = 3'^a;^=^ = 3‘^x^ = 3‘*x^° = 81x^° ◄ 

i=i i=i 

Die Verschiebung von Indizes erfolgt analog zu den 118^ Verschiebungsregeln 
bei Summen. 

Indexverschiebung 

Bei einer Verschiebung um k Einheiten nach unten bzw. oben ergibt sich 

n n—k n n+k 

n«i= n II“* = n 

*=1 i=l-k i=l+k 



Beispiele 

Stellung 



n 



i + 1 
i 



Durch Anwendung der Indexverschiebung resultiert folgende Dar- 



n 

2 = 1 



(*+l) 



1 

i 



n 

IK’ + D^IIi 



n+1 



n* 



n 



n* 



n+1 

1 



= n + 1. 



Dieses Produkt ist ein spezielles Teleskopprodukt. Allgemein gilt für Zahlen 
dl , . . . , CLn+l ^ 0- 



B 



n n+1 

n n ^2+1 0 

n ^2+l _ 2=1 _ 2=2 

n- ~ ~ ^ 

i=i * n Oi n Oi 
2=1 2=1 



n 

0 ’ ^n+1 

2 = 2 

n 

ai- Yl üi 
2=2 



^n+1 

Ol 



◄ 
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Die folgenden Regeln stellen einen Bezug zwischen Produkt- und Summen- 
zeichen her. 



Summen und Produkte, Potenzen und Logarithmen 
Für Zahlen xi,. . . ,Xn S K und a > 0 gilt 



n 

i=l 



a“* = a*=i 



Für Zahlen xi, . . . , Xn > 0 und a > 0, a 7 ^ 1 gilt 

n / ^ \ 

j^iog^(xi) = iog„ ■ 



i=l 






Das Produktzeichen wird in der Statistik u.a. zur Definition des geometri- 
schen Mittels eingesetzt. 



Bezeichnung Geometrisches Mittel Für positive Zahlen x\, . . . ,Xn und eine natürli- 
che Zahl n heißt die n-te Wurzel des Produkts dieser Zahlen geometrisches Mittel 
von Xi, ...,Xn- 



n 




Dieses Mittel wird etwa zur Berechnung von durchschnittlichen Steigerungs- 
raten benutzt. 



Beispiele Zu Beginn eines Jahres wird ein Betrag Kq in Bundesschatzbriefen 
des Typs B angelegt. Diese besitzen eine Laufzeit von sieben Jahren, wobei 
die Verzinsung variabel ist und am Ende des jeweiligen Jahres erfolgt. Die 
Zinssätze stehen zu Beginn der Anlage fest und sind in folgender Tabelle 
angegeben: 



Jahr i 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


Verzinsung (in %) 
Zinssatz pi 


3,00% 

0,03 


3,50% 

0,035 


4,00% 

0,04 


4,25% 

0,0425 


4,75% 

0,0475 


5,00% 

0,05 


5,00% 

0,05 



Damit ergibt sich am Ende des ersten Jahres ein Kapital von 

Ki=Ko + Ko-pi = Ko(l+pi). 
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Zu Beginn des zweiten Jahres ist das Kapital also auf den Betrag K\ = 
Kq(1 + Pi) angewachsen. Dieser wird am Ende des zweiten Jahres mit dem 
Zinssatz p 2 verzinst, so dass am Ende des zweiten Jahres das Kapital 

K2 = Ki + Ki-p2 = Ki{ 1+P2) = Ko{l + pi)(l + P2) 

erzielt wird. Durch Fortsetzung resultiert als Kapital nach dem n-ten Jahr 

n 

K^ = Ko■Y[{l+p^). 

i=l 

Daher gilt im Zahlenbeispiel: 

7 

K^ = Ko■l[{l+p^) 

= Ko(l + 0,03)(1 + 0,035)(1 + 0,04)(1 + 0,0425)(1 + 0,0475)(1 + 0,05)^ 
« 1,33 -Ko. 

Die mittlere jährliche Verzinsung p ist der Zinssatz, der bei konstanter jähr- 
licher Verzinsung des Startkapitals Kq gezahlt werden muss, um das gleiche 
Endkapital K„ zu erzielen. Daher muss gelten 

n n 

Kol[{l+p) = Ko{l+p)^ = K^ = Kol[il+p^). 

i=l 

n 

Dies ergibt die Gleichung (1 = 0 Pi) bzw. nach Auflösen nach p: 

2=1 



P = 






Im Wesentlichen beruht p auf dem geometrischen Mittel der Wachstumsraten 
1 + Pi. Im obigen Beispiel ergibt dies 



{/1,03 • 1,035 • 1,04 • 1,0425 • 1,0475 • 1,05 • 1,05-1 = ^1, 334810478-1 « 0,0421. 
Bei konstanter jährlicher Verzinsung resultiert der Zinssatz 4,21%. ◄ 



